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Задача обнаружения квазидетерминированного сигнала на фоне аддитивного гауссовского белого шума 
является одной из основных задач, решаемых в процессе проектирования и оценки потенциальных воз-
можностей радиотехнических систем радиолокации, навигации и связи. В работах [1−5] рассматрива-
лось обнаружение квазидетерминированного сигнала при условии, что амплитуда и длительность сигна-
ла априори неизвестны. Предполагалось, что амплитуда и длительность принимаемого сигнала априори 
независимы, так что энергия сигнала в общем случае могла принимать произвольные значения. Однако 
в реальных радиотехнических системах, в частности, в мобильных системах связи, энергия сигнала, как 
правило, ограничена определенной величиной. Поэтому значительный интерес представляет анализ си-
стем обнаружения квазидетерминированных сигналов с фиксированной энергией. 

Ц е л ь  р а б о т ы  – изучить характеристики алгоритма обнаружения сигнала произвольной фор-
мы с фиксированной энергией при неизвестных длительности и времени прихода. 
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В дальнейшем в качестве модели сигнала примем 

     0 0 0 0 0 0 0, , ,s t s t E E f t         , (1) 

где  λ0 – время прихода;     22
0 sups t dt s t





     – эквивалентная длительность сигнала; E0 – энергия: 

 2
0E s t dt





  . (2) 

Функция f (x) описывает форму сигнала и обладает следующими свойствами: 

 sup 1f x  ,  2 1f x dx




 . (3) 

Пусть сигнал s(t) наблюдается на фоне гауссовского белого шума n(t) с односторонней спектраль-
ной плотностью N0. В дальнейшем будем считать, что энергия (2) сигнала (1) фиксирована. 

В [3] предложены способы расчета вероятностей ошибок 1-го и 2-го рода (вероятностей ложной 
тревоги и пропуска сигнала) при приеме сигнала с неизвестными временем прихода, длительностью и 
амплитудой в случае, когда энергия сигнала может принимать произвольные значения. Рассмотрим те-
перь прием сигнала (1) с фиксированной, но неизвестной энергией (2) и неизвестными временем прихо-
да и длительностью. 

Положим, что возможные значения времени прихода λ0 и длительности τ0 лежат в априорной обла-
сти   1 2 1 2; ;T T    . Для обнаружения сигнала (1) будем использовать алгоритм, синтезированный 
по методу максимального правдоподобия [4, 5 и др.]. Ниже будут найдены асимптотические выражения 
для вероятностей ошибок 1-го и 2-го рода (вероятности ложной тревоги и пропуска сигнала) данного 
алгоритма обнаружения сигнала (1). 

Синтез алгоритмов обнаружения 

Пусть в течение времени  0; T  на вход приемника поступает реализация смеси сигнала и шума 

     x t s t n t   или только шума    x t n t , причем сигнал s(t) и шум n(t) статистически независимы. 
Будем считать, что время наблюдения T достаточно велико, так что сигнал (1) полностью расположен 
внутри интервала наблюдения  0; T . Для этого необходимо выполнение условий 1 2T   и 

2 2T T   . 
Согласно методу максимального правдоподобия [4, 5] для обнаружения сигнала (1) необходимо 

формировать логарифм функционала отношения правдоподобия (ЛФОП) и сравнивать величину его аб-
солютного (наибольшего) максимума с порогом, выбранным в соответствии с заданным критерием оп-
тимальности обнаружения [5]. В соответствии с [4, 5] запишем ЛФОП  , ,M E    как функцию неиз-

вестных значений энергии E, времени прихода λ и длительности τ сигнала для всех  ,   : 

      0
0 0

2
, ,

T
E

M E x t f t dt E N
N

         . (4) 

Решение о наличии полезного сигнала (1) в наблюдаемых данных принимается, если абсолютный 
максимум ЛФОП (4) превысил порог h (гипотеза H1), иначе выносится решение об отсутствии сигнала 
(гипотеза H0). 

Заметим, что второе слагаемое в выражении для ЛФОП не зависит от неизвестных параметров λ и τ 
и не оказывает влияния на характеристики алгоритма обнаружения сигнала (1). Так как энергия сигнала 
(1) строго положительна и фиксирована, то величина E , входящая сомножителем в первое слагаемое в 
(4), также строго положительна и фиксирована. Поэтому она не влияет на характеристики обнаружения 
и при синтезе устройства обработки может быть заменена на произвольный конечный положительный 
параметр A, зависящий от способа аппаратурной реализации устройства обнаружения. Тогда алгоритм 
обнаружения сигнала (1) можно записать в виде 

 
  1

,
sup ,r h H
 

 


  , 
 

  0
,
sup ,r h H
 

 


  , (5) 
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где 

       0

0

, 2
T

r A x t f t dt N        . (6) 

Эффективность алгоритма обнаружения будем характеризовать вероятностями ошибок 1-го и 2-го 
рода (вероятностями ложной тревоги и пропуска сигнала). 

Расчет характеристик алгоритма обнаружения 

Пусть справедлива гипотеза H0 об отсутствии сигнала в наблюдаемых данных x(t). Тогда вероятность 
ложной тревоги алгоритма (5) определяется выражением 

 
 0 0

,
sup ,P r h H
 

  


 
  

  
, (7) 

где 

             0 0 0

0

, 2 2
T

r A n t f t dt N A n t f t dt N       




            (8) 

– функционал (6) при отсутствии сигнала s(t) в наблюдаемых данных x(t), представляющий собой цен-
трированное гауссовское случайное поле с дисперсией 2A2/N0 и коэффициентом корреляции 

     0 1 2 1 2 1 2, ,B f t f t dt       




    . (9) 

Перепишем выражение для вероятности ложной тревоги (7) в виде 

 1 NP h   ,    
 

 0 0
,
sup ,NP h P r h H
 

 


  
  

. (10) 

Согласно (9) в общем случае поле r0(λ, τ) (8) неоднородно по параметру τ. Это не позволяет вос-
пользоваться результатами [4, 5] для расчета вероятности PN(h) (10). Аналогично [7] разобьем априор-
ную область возможных значений времени прихода и длительности   на I подобластей 

  1 2 1 2; ;i i iT T    , 1, ,i I   таких, что для любого  1 2;i i iT T   выполняется условие 

1i i     , 1, ,i I  , (11) 
где 2 1i i iT T   .  

Тогда в каждой подобласти i  при 0   случайное поле r0(λ, τ) (8) можно считать локально-
однородным. Потребуем далее, чтобы значения поля r0(λ, τ) в различных подобластях i  были прибли-
женно статистически независимы. Для этого достаточно, чтобы площадь каждой из I подобластей i  
была значительно больше площади области, где корреляционная функция существенно отлична от нуля. 
Это требование выполняется, если [5] 

    1i i i id         , 1, ,i I  , (12) 

где 2 1    , а 

       

1 2

22 2 2
0 1 2 0 1 2 0 1 22

2
1 2 2

0, 

, , , , , ,
.

i

i

B B B
d

   

        


   
  

           
         

  (13) 

Тогда при выполнении (11) и (12) вероятность PN(h) (10) можно записать в виде 

   
1

I

N Ni
i

P h P h


 ,  
 

 0 0
,
sup ,

i
NiP h P r h H

 
 


  
  

. (14) 

Согласно [5] для функций  NiP h , 1, ,i I   справедливы аппроксимации 

     3 22exp exp 2 2 , 1,

0, 1,

i
Ni

h h h
P h

h

        
 

  


 (15) 
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где 

02h h A N . (16) 

Точность приближенной формулы (15) увеличивается с ростом h  и i  (12). 

Подставляя (12) и (15) в (14), находим 

       3 22

1

exp exp 2 2 , 1,

0, 1.

I

i i
N i

h h d h
P h

h

  


  
         




  


 (17) 

При выполнении (11) и (12) величина  id   мало изменяется в пределах подобластей i , а вероят-

ность  NP h  (17) не зависит от способа разбиения априорной области   на подобласти i . Это позво-

ляет в (17) заменить суммы соответствующими интегралами. 
Таким образом, при выполнении (11) и (12) соотношение (17) можно переписать в виде 

     3/22exp exp 2 2 , 1,

0, 1,
N

h h h
P h

h

        
 

  



        

2

1

T

T

d d    . (18) 

Подставляя (18) в (10) для вероятности ложной тревоги окончательно получаем 

   3 221 exp exp 2 2 , 1,

1, 1.

h h h

h

 


        
 

  


 (19) 

Точность формулы (19) увеличивается с ростом   и h . 

Пусть справедлива гипотеза H1 о наличии сигнала s(t) (1) в наблюдаемых данных x(t). Тогда для ал-
горитма (5) вероятность пропуска при фиксированных истинных значениях λ0 и τ0 времени прихода и 
длительности сигнала определяется выражением 

 
 1 1

,
sup ,P r h H
 

  


  
  

, (20) 

где 

             1 0 0

0

, 2 2
T

r A x t f t dt N A x t f t dt N       




           . (21) 

Представим этот функционал в виде 

     1 0 0, , ,r z S r       , (22) 

где  ,S    – нормированная регулярная составляющая: 

         1 0 0 0, , 2S r z A s t f t dt z N      




     ; (23) 

 r0(λ, τ) – флуктуационная составляющая функционала r1(λ, τ), определенная в (8); z0 – отношение сиг-
нал/шум (ОСШ): 

2
0 0 02z E N . (24) 

Подставляя (1) в (23), находим 

       0 0 0 0 0 0 0 0, 2 2 , ,S A f t f t dt N A N B           




           , (25) 

где коэффициент корреляции  0 0, ,B     поля  0 ,r    определен в (9). 

Разобьем область возможных значений   1 2 1 2; ;T T     времени прихода λ0 и длительности τ0 

сигнала (1) на I подобластей аналогично тому, как это было сделано при расчете вероятности ложной 
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тревоги. Пусть S  – одна из подобластей i , в которой регулярная составляющая  ,S    существенно 

отлична от нуля [4], а \N S    – ее дополнение до области  . Введем обозначения 

 
 1

,
sup ,

S
SH r

 
 


  и 

 
 1

,
sup ,

N
NH r

 
 


  – абсолютные максимумы случайного поля  1 ,r    в подоб-

ластях S  и N  соответственно. Согласно (25) при выполнении (11), (12) площадь подобласти N  су-

щественно превосходит площадь подобласти S  и    0 0 0 0, 2 , , 0S A N B         для всех 

 , S   , так что 
 

 
 

 0 0
, ,
sup , sup ,

N
NH r r

   
   

 
  , а величины HS и HN можно приближенно счи-

тать статистически независимыми. Тогда для вероятности пропуска сигнала получим формулу 

       1S N SP H h P H h P h      , (26) 

где    S SP h P H h  ; α – вероятность ложной тревоги (19). 

Будем считать, что отношение сигнал/шум (24) достаточно велико. Тогда в подобласти S  коорди-

наты  ˆ ˆ,   положения абсолютного максимума функционала  1 ,r    (21) лежат в малой окрестности 

точки  0 0,  . Кроме того, известно [4, 6], что 0̂  , 0̂   в среднеквадратическом при 0z  , по-

этому можно приближенно положить 
 

   1 1 0 0
,
sup , ,

S

r r
 

   


 . Так как  1 0 0,r    – гауссовская слу-

чайная величина с математическим ожиданием 0 02z A N  и дисперсией 2
02A N , то для функции рас-

пределения случайной величины  1 0 0,r    имеем 

     1 0 0 0 0, 2SP h P r h h A N z        , (27) 

где    21
exp 2

2

x

x t dt




    – интеграл вероятности.  

Подставляя (27) в (26) с учетом (16) для вероятности пропуска сигнала β окончательно получаем 

   01 h z     . (28) 

Точность соотношения (28) возрастает с увеличением   (18), z0 и h . 

Обнаружение импульса колокольной формы 

В качестве примера рассмотрим характеристики обнаружения импульса колокольной формы 

    2

0 0 0 0exp 2s t E t         0 0 0 0E f t      , (29) 

где 

   2exp  2f x x  . (30) 

Пусть истинные значения времени прихода λ0 и длительности τ0 лежат в середине соответствующих 
априорных интервалов, то есть  0 1 2 2     ,  0 1 2 2T T   . Исходя из явного выражения для функ-

ции f(x) (30), согласно (19) и (28) находим выражения для вероятностей ложной тревоги и пропуска сигна-
ла с фиксированной энергией 

    21 exp 1 exp 2 4 2 , 1,

1, 1,

m h h h

h

  


      
 

  


      01 h z     , (31) 

где 1 2T T  ;  2 1 1m T      – число элементов разрешения, укладывающихся в априорном интервале 

возможных значений времени прихода λ0 сигнала (1) с минимально возможной длительностью. 
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Теоретические зависимости, рассчитанные по формулам (31), 
представлены на рис. 1 и 2. 

На рис. 1 показаны зависимости вероятности ложной тревоги α 
от порога h  при η = 10−1 (сплошные линии) и при η = 10−2 (штрихо-
вые линии). Кривые 1 соответствуют mλ = 103, кривые 2 – mλ = 104. На 
рис. 2 представлены теоретические зависимости вероятности пропус-
ка сигнала β от отношения сигнал/шум z0 при mλ = 103 (сплошные ли-
нии) и при mλ = 104 (штриховые линии). Кривые 1 соответствуют 
α = 10−2, η = 10−1, кривые 2 – α = 10−4, η = 10−1. Из графиков следует, 
что рост априорной неопределенности относительно времени прихо-
да сигнала (1) оказывает значительно большее влияние на вероят-
ность ложной тревоги по сравнению с ростом априорной неопреде-
ленности относительно его длительности. 

Сравним характеристики алгоритма (5) обнаружения сигнала с 
неизвестными временем прихода и длительностью при фиксирован-
ной энергии (1) с характеристиками алгоритма обнаружения сигнала 
с произвольной энергией и неизвестными временем прихода λ0, дли-
тельностью τ0 и амплитудой a0: 

   0 0 0 0s t a f t                                                                       (32) 

В (32) функция f(x) описывает форму сигнала s0(t) и обладает 
свойствами (3). Согласно [3] алгоритм обнаружения сигнала (32) 
можно записать в виде 

 
 2

0 1
,
sup , 2R h H
 

 


  , 
 

 2
0 0

,
sup , 2R h H
 

 


  ,         (33) 

где      0 0

0

, 2
T

R x t f t dt N        ;      0 0x t s t n t   или 

   0x t n t  – реализация наблюдаемых данных при наличии и отсут-

ствии сигнала (32) соответственно; h0 – порог обнаружения.  
Вероятности ложной тревоги и пропуска сигнала алгоритма (33) 

определяются выражениями [3] 

   

     

0
0 0

0

0

0 0 0 0 0 0

1
1 exp exp ,  1 2,

2
1, 1 2,

1 1 2 2 ,

m h
h h

h

h z h z

 
 

 

  
        
 

        

                      (34) 

где 1 2T T  ; 0 0 0 02z a N ;  2 1 1m T     . 

Проигрыш в эффективности алгоритма обнаружения сигнала с 
произвольной энергией (33) по сравнению с алгоритмом обнаружения 
сигнала с неизвестной фиксированной энергией (5) будем характери-
зовать отношением 0    вероятностей пропуска сигнала для 

соответствующих алгоритмов при фиксированной вероятности лож-
ной тревоги α = α0. 

На рис. 3 показана зависимость отношения   от отношения 

сигнал/шум z0: кривая 1 соответствует α = 10−2, η = 10−1, mλ = 104; кри-
вая 2 – α = 10−4, η = 10−1, mλ = 104; кривая 3 – α = 10−4, η = 10−1, 

mλ = 106. Из рис. 3 следует, что с уменьшением вероятности ложной тревоги и ростом отношения сиг-
нал/шум вероятность пропуска сигнала (32) с произвольной энергией при его обработке в соответствии с 

 

Рис. 1. Графики зависимости вероят-

ности ложной тревоги α от порога h  

 

Рис. 2. Графики зависимости веро-
ятности пропуска сигнала β от отно-
шения сигнал/шум z0 

 

Рис. 3. Графики зависимости отноше-
ния   от отношения сигнал/шум z0 
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алгоритмом (33) заметно превышает вероятность пропуска сигнала (1) с фиксированной энергией при 
его обработке в соответствии с алгоритмом (5). Так, при α = 10−2, η = 10−1, mλ = 104 и z0 = 10 вероятность 
пропуска β0 сигнала (1) превышает вероятность пропуска β сигнала (32) более чем в два раза. 

 Полученные в работе соотношения для вероятности ложной тревоги и пропуска сигнала могут быть 
использованы для исследования устройств обнаружения сигнала с неизвестной фиксированной энер-
гией по методу максимального правдоподобия при наличии априорной неопределенности относи-
тельно неизвестных времени прихода и длительности сигнала и высоком отношении сигнал/шум. 

Работа выполнена в рамках базовой части Государственного задания (проект № 3.8122.2017/8.9). 
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