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Ðàññìîòðåíà ýôôåêòèâíîñòü ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ìàêñèìàëüíî ïðàâäîïîäîá-
íîãî àëãîðèòìà îáíàðóæåíèÿ è èçìåðåíèÿ ìîìåíòîâ ïîÿâëåíèÿ è èñ÷åçíîâåíèÿ
ñèãíàëà ïðîèçâîëüíîé ôîðìû, íàáëþäàåìîãî íà ôîíå àääèòèâíîãî áåëîãî ãàóñ-
ñîâñêîãî øóìà. Íàéäåíû òî÷íûå âûðàæåíèÿ äëÿ âåðîÿòíîñòåé îøèáîê îáíàðó-
æåíèÿ è ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòåé îöåíîê ìîìåíòîâ ïîÿâëåíèÿ è èñ÷åçíîâåíèÿ.

§ 1. Ââåäåíèå

Çàäà÷à ïðèåìà ñèãíàëà ñ íåèçâåñòíûìè ìîìåíòàìè ïîÿâëåíèÿ è èñ÷åçíîâåíèÿ,
ïðåäñòàâëÿþùàÿ çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ äëÿ ðàäèî- è ãèäðîëîêàöèè, ðàäèîñâÿçè,
ñåéñìîëîãèè, òåëåìåòðèè è äðóãèõ îáëàñòåé íàóêè è òåõíèêè, íå ðàç îáñóæäàëàñü â
ëèòåðàòóðå. Â [1] ðàññìîòðåíà çàäà÷à îáíàðóæåíèÿ ñèãíàëà ñî ñëó÷àéíûìè ìîìåíòà-
ìè ïîÿâëåíèÿ è èñ÷åçíîâåíèÿ, àïðèîðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ ïðåäïîëàãàþòñÿ
èçâåñòíûìè. Íàéäåííûå àëãîðèòìû îáíàðóæåíèÿ îêàçûâàþòñÿ êðàéíå ñëîæíûìè
êàê ñ òî÷êè çðåíèÿ àïïàðàòóðíîé èëè ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè, òàê è ñ òî÷êè çðå-
íèÿ àíàëèçà èõ ýôôåêòèâíîñòè. Â [2] ýòà çàäà÷à ðåøàåòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ íåèçâåñòíûõ
àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ìîìåíòîâ ïîÿâëåíèÿ è èñ÷åçíîâåíèÿ ñèãíàëà; ïîëó÷åíû
áîëåå ïðîñòûå, ÷åì â [1], àëãîðèòìû îáíàðóæåíèÿ è îáñóæäàåòñÿ âîçìîæíîñòü àíà-
ëèçà èõ ýôôåêòèâíîñòè íà îñíîâå ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-
íèé. Îäíàêî ðåçóëüòàòû [2] ñïðàâåäëèâû ëèøü ïðè îáðàáîòêå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ïðèåì äåòåðìèíèðîâàííîãî ñèãíàëà ñ íåèçâåñòíûìè (èëè ñëó÷àéíûìè) ìîìåíòà-
ìè ïîÿâëåíèÿ è èñ÷åçíîâåíèÿ íà ôîíå ãàóññîâñêîãî áåëîãî øóìà ïðè íåïðåðûâíîì
âðåìåíè íàáëþäåíèÿ ðàññìîòðåí â [3]. Ïîäîáíîå îãðàíè÷åíèå êëàññà ñèãíàëîâ ïîç-
âîëÿåò íàéòè ñóùåñòâåííî áîëåå ïðîñòûå, ÷åì â [1, 2], àëãîðèòìû îáíàðóæåíèÿ è
îöåíêè ìîìåíòîâ ïîÿâëåíèÿ è èñ÷åçíîâåíèÿ. Îäíàêî àíàëèç ýôôåêòèâíîñòè ôóíê-
öèîíèðîâàíèÿ ñèíòåçèðîâàííûõ â [3] àëãîðèòìîâ áûë âûïîëíåí ëèøü ïðèáëèæåííî.

Â äàííîé ñòàòüå íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ [4] íàéäåíû òî÷íûå õàðàêòåðèñòèêè ýô-
ôåêòèâíîñòè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ìàêñèìàëüíî ïðàâäîïîäîáíûõ àëãîðèòìîâ, ñèíòå-
çèðîâàííûõ â [3].

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è îáíàðóæåíèÿ ñèãíàëà è îöåíêè íåèçâåñòíûõ ìîìåíòîâ ïîÿâ-
ëåíèÿ è èñ÷åçíîâåíèÿ çàèìñòâîâàíà èç [3]. Ïóñòü íà èíòåðâàëå âðåìåíè [0, T ] íà-
áëþäàåòñÿ ñëó÷àéíûé ïðîöåññ x(t) = γ0s(t, θ01, θ02) + n(t), ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé

1 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ
èññëåäîâàíèé (íîìåð ïðîåêòà 07-01-00042).

91



àääèòèâíóþ ñìåñü ïîëåçíîãî ñèãíàëà

s(t, θ1, θ2) =
{
f(t), θ1 � t � θ2,

0, t < θ1, t > θ2,
(1)

è ãàóññîâñêîãî áåëîãî øóìà n(t) ñ îäíîñòîðîííåé ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ N0.
Çäåñü f(t) � àïðèîðè èçâåñòíàÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, îïèñû-
âàþùàÿ ôîðìó ñèãíàëà, θ1 è θ2 � íåèçâåñòíûå ìîìåíòû ïîÿâëåíèÿ è èñ÷åçíîâåíèÿ
ñîîòâåòñòâåííî, êîòîðûå ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ èç àïðèîðíûõ èíòåðâàëîâ

θi ∈ [θi, min, θi, max] , i = 1, 2.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèãíàë íå ìîã èñ÷åçíóòü ðàíüøå, ÷åì ïîÿâèòüñÿ, ïîëîæèì θ1, max <
< θ2, min. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî f(θi) �= 0, òàê ÷òî ñèãíàë (1) ÿâëÿåòñÿ ðàçðûâíûì [5,6].
Äèñêðåòíûé ïàðàìåòð γ0 ìîæåò ñ âåðîÿòíîñòüþ p1 ïðèíèìàòü çíà÷åíèå γ0 = 1 (ñèã-
íàë ïðèñóòñòâóåò) è ñ âåðîÿòíîñòüþ p0 = 1−p1 � çíà÷åíèå γ0 = 0 (ñèãíàë îòñóòñòâó-
åò). Òîãäà çàäà÷à îáíàðóæåíèÿ ñèãíàëà (1) ñâîäèòñÿ ê îöåíêå ïàðàìåòðà γ. Êîãäà
àïðèîðè èçâåñòíî, ÷òî ñèãíàë ïðèñóòñòâóåò â ïðèíÿòîé ðåàëèçàöèè, ïîëåçíàÿ èí-
ôîðìàöèÿ ìîæåò çàêëþ÷àòüñÿ â íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðàõ ñèãíàëà � ìîìåíòàõ ïîÿâ-
ëåíèÿ è èñ÷åçíîâåíèÿ. Òîãäà íà îñíîâå ïðèíÿòîé ðåàëèçàöèè x(t) ïðèåìíèê äîëæåí
ñôîðìèðîâàòü ñîâìåñòíóþ îöåíêó ìîìåíòîâ ïîÿâëåíèÿ è èñ÷åçíîâåíèÿ.

Ìàêñèìàëüíî ïðàâäîïîäîáíûå (ÌÏ-) àëãîðèòìû îáíàðóæåíèÿ è îöåíêè ìîìåí-
òîâ ïîÿâëåíèÿ è èñ÷åçíîâåíèÿ ñèíòåçèðîâàíû â [3]. Îöåíêà äèñêðåòíîãî ïàðàìåòðà γ
â ñîîòâåòñòâèè ñ àëãîðèòìîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ìîæåò áûòü íàéäåíà
êàê

γm = arg sup
γ

[
sup
θ1,θ2

L(γ, θ1, θ2)
]
, θi ∈ [θi, min, θi, max].

Çäåñü

L(γ, θ1, θ2) =
2γ
N0

θ2∫
θ1

f(t)[x(t) − f(t)/2] dt (2)

� ëîãàðèôì ôóíêöèîíàëà îòíîøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ (ÔÎÏ), à òàêæå ïðåäïîëàãàåò-
ñÿ, ÷òî èíòåðâàë íàáëþäåíèÿ [0, T ] óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 0 � θ1, min < θ2, max � T ,
òàê ÷òî ñèãíàë (1) ïîëíîñòüþ ðàçìåùàåòñÿ â ýòîì èíòåðâàëå. Ïåðâîå ñëàãàåìîå â
âûðàæåíèè (2) � ñòîõàñòè÷åñêèé èíòåãðàë â ñìûñëå Èòî.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî L(γ = 0, θ1, θ2) = 0, ïîëó÷àåì, ÷òî ÌÏ�àëãîðèòì îáíàðóæåíèÿ
ñèãíàëà (1) çàêëþ÷àåòñÿ â ñðàâíåíèè ñ íóëåâûì ïîðîãîì âåëè÷èíû àáñîëþòíîãî
(íàèáîëüøåãî) ìàêñèìóìà ëîãàðèôìà ÔÎÏ:

L = supL(θ1, θ2)
γm=1

≶
γm=0

0, (3)

ãäå

L(θ1, θ2) = L(γ = 1, θ1, θ2). (4)

Âìåñòî àëãîðèòìà (3) ìîæíî èñïîëüçîâàòü îáîáùåííûé ÌÏ�àëãîðèòì îáíàðó-
æåíèÿ [2, 7], îñíîâàííûé íà ñðàâíåíèè àáñîëþòíîãî ìàêñèìóìà ëîãàðèôìà ÔÎÏ ñ
íåêîòîðûì ïîðîãîì c:

L
γm=1

≶
γm=0

c. (5)

92



Ïîðîã c â âûðàæåíèè (5) ìîæåò âûáèðàòüñÿ èñõîäÿ èç ðàçëè÷íûõ êðèòåðèåâ îïòè-
ìàëüíîñòè.

Åñëè àïðèîðè èçâåñòíî, ÷òî ñèãíàë ïðèñóòñòâóåò â ïðèíÿòîé ðåàëèçàöèè, òî àë-
ãîðèòì íàõîæäåíèÿ îöåíîê ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ (ÎÌÏ) ìîìåíòîâ ïîÿâ-
ëåíèÿ è èñ÷åçíîâåíèÿ ñîñòîèò â ïîèñêå ïîëîæåíèÿ àáñîëþòíîãî (íàèáîëüøåãî) ìàê-
ñèìóìà ñëó÷àéíîãî ïîëÿ L(θ1, θ2) (4)

(θ1m, θ2m) = arg supL(θ1, θ2), θi ∈ [θi, min, θi, max]. (6)

§ 2. Ñâîéñòâà ëîãàðèôìà ôóíêöèîíàëà îòíîøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ
Ñîãëàñíî àëãîðèòìàì (5), (6) ïðèåìíèê äîëæåí ôîðìèðîâàòü äâóìåðíîå ñëó-

÷àéíîå ïîëå (4) äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé íåèçâåñòíûõ ìîìåíòîâ ïîÿâëåíèÿ è
èñ÷åçíîâåíèÿ. Ïîýòîìó åãî àïïàðàòóðíàÿ ðåàëèçàöèÿ îêàçûâàåòñÿ â îáùåì ñëó÷àå
äîâîëüíî ñëîæíîé. Äåéñòâèòåëüíî, íàõîæäåíèå âåëè÷èíû L ïðåäïîëàãàåò ïîñòðîå-
íèå ñòðóêòóðû, ìíîãîêàíàëüíîé ïî îáîèì íåèçâåñòíûì ïàðàìåòðàì. Îäíàêî òðóäíî-
ñòåé àïïàðàòóðíîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ (5), (6) ÷àñòè÷íî óäàåòñÿ èçáåæàòü, åñëè
ïðåäñòàâèòü ëîãàðèôì ÔÎÏ (4) â âèäå ñóììû [3] L(θ1, θ2) = L1(θ1) + L2(θ2) äâóõ
ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Ïåðâûé èç íèõ çàâèñèò òîëüêî îò ìîìåíòà ïîÿâëåíèÿ θ1, à
âòîðîé � òîëüêî îò ìîìåíòà èñ÷åçíîâåíèÿ θ2:

L1(θ1) =
2
N0

θ∫
θ1

f(t)[x(t) − f(t)/2] dt, (7)

L2(θ2) =
2
N0

θ2∫
θ

f(t)[x(t) − f(t)/2] dt, (8)

ãäå θ � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ èíòåðâàëó (θ1, max, θ2, min).
Ñîãëàñíî âûðàæåíèÿì (7), (8) ôóíêöèè L1(θ1) è L2(θ2) ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñè-

ìû, òàê êàê ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé èíòåãðàëû îò áåëîãî øóìà íà íåïåðåêðûâàþùèõñÿ
èíòåðâàëàõ (θ1, θ) è (θ, θ2). Òîãäà â (3)

L = L1 + L2, L1 = supL1(θ1), L2 = supL2(θ2),

ãäå L1 è L2 � ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.

Ñëåäîâàòåëüíî, âåëè÷èíó L ìîæíî ïîëó÷èòü ïîñðåäñòâîì ðàçäåëüíîé ìàêñèìèçà-
öèè ôóíêöèé (7), (8). Â ðàáîòå [3] ïðèâåäåíà ñòðóêòóðíàÿ ñõåìà ÌÏ-îáíàðóæèòåëÿ
ñèãíàëà ñ íåèçâåñòíûìè ìîìåíòàìè ïîÿâëåíèÿ è èñ÷åçíîâåíèÿ.

Â ñèëó ñòàòèñòè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ L1(θ1) (7) è L2(θ2) (8)
ïîëîæåíèå ìàêñèìóìà ñëó÷àéíîãî ïîëÿ L(θ1, θ2) ïî ïåðåìåííîé θ1 ñîâïàäàåò ñ ïîëî-
æåíèåì ìàêñèìóìà ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà L1(θ1), à ïî ïåðåìåííîé θ2 � ñ ïîëîæåíèåì
ìàêñèìóìà L2(θ2). Â ðåçóëüòàòå äëÿ ÎÌÏ ìîìåíòîâ ïîÿâëåíèÿ è èñ÷åçíîâåíèÿ ìîæ-
íî çàïèñàòü

θim = arg supLi(θi), θi ∈ [θi, min, θi, max], i = 1, 2.

Ïðåäñòàâëåíèå ëîãàðèôìà ÔÎÏ â âèäå ñóììû äâóõ ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûõ
ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ïîçâîëÿåò íå òîëüêî ïðåäëîæèòü äîñòàòî÷íî ïðîñòóþ àïïà-
ðàòóðíóþ ðåàëèçàöèþ [3] àëãîðèòìîâ îáíàðóæåíèÿ è îöåíèâàíèÿ, íî è âûïîëíèòü
àíàëèç ñèíòåçèðîâàííûõ ÌÏ-àëãîðèòìîâ è íàéòè òî÷íûå õàðàêòåðèñòèêè ýôôåê-
òèâíîñòè èõ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ. Äëÿ ïîëíîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ëîãàðèôìà
ÔÎÏ äîñòàòî÷íî çíàòü ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ è êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ãàóñ-
ñîâñêèõ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ (7), (8). Âûïîëíÿÿ óñðåäíåíèå, íàõîäèì
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ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ

Si(θi) = 〈Li(θi)〉 = γ0Si(θ0i, θi) − Si(θi, θi)/2, i = 1, 2,

è êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè

Bi(θ1i, θ2i) = 〈[Li(θ1i) − Si(θ1i)][Li(θ2i) − Si(θ2i)]〉 = Si(θ1i, θ2i), i = 1, 2,

ãäå èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ

S1(θ11, θ21) =
2
N0

θ∫
max(θ11,θ21)

f2(t) dt, (9)

S2(θ12, θ22) =
2
N0

min(θ12,θ22)∫
θ

f2(t) dt. (10)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ

Q(θ1, θ2) =
2
N0

θ2∫
θ1

f2(t) dt (11)

� îòíîøåíèå ñèãíàë/øóì (ÎÑØ) äëÿ ñèãíàëà ñ ìîìåíòîì ïîÿâëåíèÿ θ1 è ìîìåíòîì
èñ÷åçíîâåíèÿ θ2. Ïóñòü f(t) ìîæåò îáðàùàòüñÿ â íóëü òîëüêî íà ÷àñòè èíòåðâàëà
[θ1, θ2], èìåþùåé íóëåâóþ ìåðó. Òîãäà Q(θ1, θ) � ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ
îò θ1, à Q(θ, θ2) � ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ îò θ2. Èñïîëüçîâàíèå ÎÑØ (11)
ïîçâîëÿåò ïåðåïèñàòü ôóíêöèè (9), (10) â âèäå

S1(θ11, θ21) = min[Q(θ11, θ), Q(θ21, θ)],
S2(θ12, θ22) = min[Q(θ, θ12), Q(θ, θ22)].

Ïåðåéäåì â âûðàæåíèè (7) îò θ1 ê íîâîé ïåðåìåííîé λ1 = Q(θ1, θ), ãäå λ1 ∈
∈ [λ1, min, λ1, max], λ1, min = Q(θ1, max, θ), λ1, max = Q(θ1, min, θ), à â âûðàæåíèè (8) �
îò θ2 ê íîâîé ïåðåìåííîé λ2 = Q(θ, θ2), λ2 ∈ [λ2, min, λ2, max], λ2, min = Q(θ, θ2, min),
λ1, max = Q(θ, θ2, max). Òîãäà äëÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ (7), (8) ìîæíî çàïèñàòü

Li(λi) = Li[Qi(λi)] = µi(λi) = γ0 min(λ0i, λi) − λi/2 + νi(λi), i = 1, 2, (12)

ãäå Q1(λ1) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ λ1 = Q(θ1, θ) îòíîñèòåëüíî θ1, λ01 = Q(θ01, θ),
Q2(λ2) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ λ2 = Q(θ, θ2) îòíîñèòåëüíî θ2, λ02 = Q(θ, θ02), νi(λi) �
ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûå ãàóññîâñêèå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, äëÿ êîòîðûõ

〈νi(λi)〉 = 0, 〈νi(λ1i)νi(λ2i)〉 = min(λ1i, λ2i). (13)

Ñîãëàñíî (12), (13) ïðîöåññû µi(λi) ÿâëÿþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûìè ãàóñ-
ñîâñêèìè ìàðêîâñêèìè ñëó÷àéíûìè ïðîöåññàìè ñ êîýôôèöèåíòàìè ñíîñà è äèôôó-
çèè [8]

k1i(γ0) =
{
γ0 − 1/2, λi, min � λi � λ0i,

−1/2, λ0i < λi � λi, max,
k2i = 1. (14)

Èñïîëüçóÿ ìàðêîâñêèå ñâîéñòâà ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ µi(λi), ìîæíî íàéòè õàðàêòå-
ðèñòèêè ýôôåêòèâíîñòè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèíòåçèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ ÌÏ.
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§ 3. Õàðàêòåðèñòèêè îáíàðóæåíèÿ ñèãíàëà ñ íåèçâåñòíûìè ìîìåíòàìè
ïîÿâëåíèÿ è èñ÷åçíîâåíèÿ

Âåðîÿòíîñòè îøèáîê 1-ãî ðîäà (ëîæíîé òðåâîãè) α è 2-ãî ðîäà (ïðîïóñêà ñèãíàëà)
β(θ01, θ02) ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðèåìíèêà ÌÏ îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè [7]:

α = P
[
supL(θ1, θ2) > c |γ0 = 0

]
= 1 − P0(c), (15)

β(θ01, θ02) = P
[
supL(θ1, θ2) < c |γ0 = 1

]
= P1(c), (16)

ãäå θi ∈ [θi, min, θi, max], à Pj(c) = P
[
supL(θ1, θ2) < c |γ0 = j

]
� ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-

íèÿ âåëè÷èíû àáñîëþòíîãî ìàêñèìóìà ñëó÷àéíîãî ïîëÿ L(θ1, θ2). Èñïîëüçóÿ ïðåä-
ñòàâëåíèå ëîãàðèôìà ÔÎÏ â âèäå ñóììû ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ
ïðîöåññîâ (7), (8), ïîëó÷àåì, ÷òî

P0(c) = P
[
L1(θ1) + L2(θ2) < c |γ0 = 0

]
=
∫

F20(c− x) dF10(x), (17)

P1(c) = P
[
L1(θ1) + L2(θ2) < c |γ0 = 1

]
=
∫

F21(c− x) dF11(x), (18)

Fij(u) = P
[
supLi(θi) < u, θi, min � θi � θi, max |γ0 = j

]
=

= P
[
supµi(λi) < u, λi, min � λi � λi, max |γ0 = j

]
(19)

� ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí àáñîëþòíûõ ìàêñèìóìîâ ïðîöåññîâ Li(θi).
Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ôóíêöèþ Fi0(u), äëÿ êîòîðîé àíàëîãè÷íî [3,6,7] ìîæíî çà-

ïèñàòü

Fi0(u) =

u∫
−∞

Wi(y, λi, max) dy, (20)

ãäå Wi(y, λi) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà �Ïëàíêà �Êîëìîãîðîâà (ÔÏÊ)

∂W (y, λi)
∂λi

+
∂

∂y
[k1iWi(y, λi)] −

1
2
∂2

∂y2
[k2iWi(y, λi)] = 0 (21)

ñ êîýôôèöèåíòàìè ñíîñà k1i(0) è äèôôóçèè k2i (14) ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè

Wi(y, λi, min) = exp
[
−(y + λi, min/2)2/2λi, min

]
/
√

2πλi, min

è ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ Wi(y = u, λi) = Wi(y = −∞, λi) = 0. Ïðèìåíÿÿ ìåòîä îòðà-
æåíèÿ ñ ïåðåìåíîé çíàêà [8], íàõîäèì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (21)

Wi(y, λi) =
exp
[
y/2 − (λi − λi, min)/8

]
√

2π(λi − λi, min)
×

×
∞∫
0

exp
[
−(ξ − u− λi, min/2)2/2λi, min − ξ/2

]
√

2πλi, min

×

×
[
exp

(
− (y − ξ)2

2(λi − λi, min)

)
− exp

(
− (y + ξ)2

2(λi − λi, min)

)]
dξ,

ïîäñòàâèâ êîòîðîå ïðè λi = λi, max â âûðàæåíèå (20), ïîëó÷àåì

Fi0(u) =
1√

2πλmin

∞∫
0

exp
[
−(u− ξ + λmin/2)2/2λmin

]
ϕ(1, λi, max −λi, min, ξ) dξ, (22)
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ãäå

ϕ(y1, y2, y3) = Φ(y1
√
y2/2 + y3/y1

√
y2) − exp(−y3)Φ(y1

√
y2/2 − y3/y1

√
y2),

à Φ(x) =
x∫

−∞
exp(−t2/2) dt /

√
2π � èíòåãðàë âåðîÿòíîñòè. Ïîäñòàâëÿÿ ôóíêöèè (22)

â âûðàæåíèå (17), à çàòåì (17) â (15), íàõîäèì òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ âåðîÿòíîñòè
ëîæíîé òðåâîãè

α = 1 − 1
z2
min

√
2π

∞∫
0

∞∫
0

(
ξ1 + ξ2 − c

zmin
− zmin

2

)
×

× exp
[
− (ξ1 + ξ2 − c− z2

min/2)2

2z2
min

]
ϕ(1, η1, ξ1)ϕ(1, η2, ξ2) dξ1dξ2, (23)

z2
min = Q(θ1, max, θ2, min), ηi = Q(θi, max, θi, min), i = 1, 2.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê îïðåäåëåíèþ âåðîÿòíîñòè ïðîïóñêà ñèãíàëà (1), ïîëàãàÿ, ÷òî
γ0 = 1, ò.å. ñèãíàë ïðèñóòñòâóåò â ïðèíÿòîé ðåàëèçàöèè. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè
Fi1(u), i = 1, 2, èç (19), äëÿ êîòîðûõ àíàëîãè÷íî [3, 6] ìîæíî çàïèñàòü

Fi1(u) =

u∫
−∞

Wi(y, λi, max) dy, (24)

ãäå Wi(y, λi, max) = Wi(y, λi = λi, max), à Wi(y, λi) � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (21) ïðè
i = 1, 2 ñ êîýôôèöèåíòàìè ñíîñà k1i(1) è äèôôóçèè k2i (14) ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè

Wi(y, λi, min) = exp
[
−(y − λi, min/2)2/2λi, min

]
/
√

2πλi, min.

Çàäàâàÿ íóëåâûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿWi(y = u, λi) = 0 èWi(y = −∞, λi) = 0 ïðè λi ∈
∈ [λi, min, λi, max], ðåøàÿ óðàâíåíèå ÔÏÊ ìåòîäîì îòðàæåíèÿ ñ ïåðåìåíîé çíàêà [8],
ïîëó÷àåì ïðè λi � λ0i

Wi(y, λi) =
exp
[
y/2 − (λi − λi, min)/8

]
2π
√

2πλi, min(λi − λ0i)(λ0i − λi, min)

∞∫
0

∞∫
0

[
exp

(
− (ξ1 − ξ)2

2(λ0i − λi, min)

)
−

− exp
(
− (ξ1 + ξ)2

2(λ0i − λi, min)

)][
exp

(
− (y − ξ1)2

2(λi − λ0i)

)
− exp

(
− (y + ξ)2

2(λi − λ0i)

)]
×

× exp
[
−(ξ − u+ λi, min/2)2/2λi, min + ξ/2 − ξ1

]
dξ dξ1. (25)

Ïîäñòàâèâ ðåøåíèå (25) ïðè λi = λi, max â âûðàæåíèå (24), çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ
ôóíêöèè Fi1(u) â âèäå

Fi1(u) =
exp
[
−(λ0i − λi, min)/8

]
2π
√
λi, min(λ0i − λi, min)

∞∫
0

∞∫
0

[
exp

(
− (ξ1 − ξ)2

2(λ0i − λi, min)

)
−

− exp
(
− (ξ1 + ξ)2

2(λ0i − λi, min)

)]
exp

[
− (ξ − u+ λi, min/2)2

2λi, min
+
ξ − ξ1

2

]
×

× ϕ(1, λi, max − λ0i, ξ1) dξ dξ1. (26)
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Ïîäñòàâëÿÿ äàëåå ôóíêöèè (26) â ôîðìóëó (18), à çàòåì (18) â (16), ïîëó÷àåì
òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ âåðîÿòíîñòè ïðîïóñêà

β(θ01, θ02) =
1√

2πµ1µ2

∞∫
0

∞∫
0

∞∫
0

∞∫
0

exp
[
− (ξ1 + ξ3 − c+ z2

min/2)2

2z2
min

]
×

× χ
[
ξ1, ξ2, 0, µ1

]
χ
[
ξ3, ξ4, 0, µ2

]
ϕ(1,m1, ξ2)ϕ(1,m2, ξ4) exp [−(µ1 + µ2)/8]×

× exp ((ξ1 − ξ2 + ξ3 − ξ4)/2) (ξ1 + ξ3 − c+ z2
min/2) dξ1dξ2 dξ3 dξ4/2πz3

min. (27)

Çäåñü èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ m1 = Q(θ1, min, θ01), m2 = Q(θ02, θ2, max), µ1 =
= Q(θ01, θ1, max), µ2 = Q(θ2, min, θ02). Îòìåòèì, ÷òî âåðîÿòíîñòü ëîæíîé òðåâîãè (23)
è âåðîÿòíîñòü ïðîïóñêà ñèãíàëà (27) íå çàâèñÿò îò âûáîðà çíà÷åíèÿ θ â (7), (8).

§ 4. Õàðàêòåðèñòèêè îöåíîê ìîìåíòîâ ïîÿâëåíèÿ è èñ÷åçíîâåíèÿ

Íàèáîëåå ïîëíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè ÎÌÏ ìîìåíòîâ ïîÿâëåíèÿ è èñ÷åçíîâåíèÿ
ÿâëÿþòñÿ èõ óñëîâíûå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé Wi(θi | θ0i) [9]. Ñîãëàñíî [6] äëÿ ýòèõ
ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòåé ìîæíî çàïèñàòü

Wi(θi | θ0i) =
∂

∂θi

∞∫
−∞

[
∂Fi1(u, v, θi)

∂u

∣∣∣∣
v=u

]
du, (28)

ãäå

Fi1(u, v, τ) = P

[
sup

θi, min�θi<τ
Li(θi) < u, sup

τ�θi�θi, max

Li(θi) < v

]
(29)

� äâóìåðíûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí àáñîëþòíûõ ìàêñèìóìîâ ñëó÷àéíûõ
ïðîöåññîâ Li(θi), i = 1, 2, ïðè íàëè÷èè ïîëåçíîãî ñèãíàëà â ïðèíÿòîé ðåàëèçàöèè.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ôóíêöèþ F21(u, v, τ), êîòîðóþ àíàëîãè÷íî [6,7] ïðåäñòàâèì
â âèäå

F21(u, v, τ) = P

[
sup

λ2, min�λ2<λ′′
µ2(λ2) < u, sup

λ′′�λ2�λ2, max

µ2(λ2) < v

]
=

=

v∫
−∞

W2(y, λ2, max) dy,

ãäå λ′′ = Q(θ, τ), W2(y, λ2, max) = W2(y, λ2 = λ2, max), à W2(y, λ2) � ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (21) ïðè i = 2 ñ êîýôôèöèåíòàìè ñíîñà k12(1) è äèôôóçèè k22 (14) ïðè íà-
÷àëüíîì óñëîâèè W2(y, λ2, min) = exp[−(y − λ2, min/2)2/2λ2, min]/

√
2πλ2, min. Çàäàâàÿ

íóëåâûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿW2(y = u, λ2) = 0 ïðè λ2 ∈ [λ2, min, λ
′′],W2(y = v, λ2) = 0

ïðè λ2 ∈ [λ′′, λ2, max] è W2(y = −∞, λ2) = 0 ïðè λ2 ∈ [λ2, min, λ2, max] è ðåøàÿ óðàâíå-
íèå ÔÏÊ ìåòîäîì îòðàæåíèÿ ñ ïåðåìåíîé çíàêà [8], ïîëó÷àåì

F21(u, v, τ, ) = exp
[
− χ2

|χ2|
u− v

2
− |χ2| + χ1

8

] ∞∫
0

∞∫
0

∞∫
0

W2(u− ξ, λ2, min)×

× χ
[
ξ2, ξ1, (u − v)Θ(χ2), |χ2|

]
χ
[
ξ1, ξ, (u − v)Θ(−χ2), χ1

]
ϕ(1, χ3, ξ2)×

× exp
[
ξ/2 − ξ2χ2/2|χ2| − ξ1Θ(χ2)

]
dξ dξ1dξ2/2π

√
|χ2|χ1. (30)
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Çäåñü èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ

χ(y1, y2, y3, y4) =
{
exp
[
−(y1 − y2 + y3)2/2y4

]
− exp

[
−(y1 + y2 + y3)2/2y4

]}
,

χ1 = min(λ02, λ
′′) − λ2, min, χ2 = λ′′ − λ02, χ3 = λ2, max − max(λ02, λ

′′), Θ(x) = 1 ïðè
x � 0 è Θ(x) = 0 ïðè x < 0.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ôóíêöèþ F11(u, v, τ) (19). Â ñèëó òîãî, ÷òî Q(θ1, θ) � ìîíî-
òîííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ θ1, ìîæíî çàïèñàòü

F11(u, v, τ) = P

[
sup

λ1, min�λ1<λ′
µ1(λ1) < v, sup

λ′�λ1�λ1, max

µ1(λ1) < u

]
. (31)

Ñîãëàñíî (11), (12) ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ µi(λi) ðàç-
ëè÷àþòñÿ òîëüêî íîìåðîì i. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ôóíêöèþ F11(u, v, τ),
ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ âûðàæåíèåì (30), ãäå íåîáõîäèìî çàìåíèòü λ2, min, λ2, max,
λ02, λ

′′ íà λ1, min, λ1, max, λ01, λ
′ ñîîòâåòñòâåííî è ïîìåíÿòü ìåñòàìè ïåðåìåííûå

u è v. Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì

F11(u, v, τ) = exp
[

κ2

|κ2|
u− v

2
− |κ2| + κ1

8

] ∞∫
0

∞∫
0

∞∫
0

W1(u− ξ, λ1, min)×

× χ
[
ξ2, ξ1, (v − u)Θ(−κ2), |κ2|

]
χ
[
ξ1, ξ, (v − u)Θ(κ2),κ1

]
ϕ(1,κ3, ξ2)×

× exp
[
ξ/2 − ξ2κ2/2|κ2| − ξ1Θ(−κ2)

]
dξ dξ1dξ2/2π

√
|κ2|κ1, (32)

ãäå κ1 = min(λ01, λ
′) − λ1, min, κ2 = λ01 − λ′, κ3 = λ1, max − max(λ01, λ

′), à

W1(y, λ1, min) = exp
[
−(y − λ1, min/2)2/2λ1, min

]
/
√

2πλ1, min

� ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû µ1(λ1, min).
Ïîäñòàâëÿÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (30) è (32) â (28), ïîëó÷àåì òî÷íûå âûðà-

æåíèÿ äëÿ óñëîâíûõ ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòåé ÎÌÏ ìîìåíòîâ ïîÿâëåíèÿ è èñ÷åç-
íîâåíèÿ â âèäå

Wi(θi | θ0i) =
2f2(θi)
N0

×

×
{

Ψ
(
−Q(θ0i, θi), Q(θi, min, θ0i), Q(θ0i, θi, max)

)
, θi, min � θi � θ0i,

Ψ
(
Q(θi, θ0i), Q(θ0i, θi, max), Q(θi, min, θ0i)

)
, θ0i < θi � θi, max,

(33)

ãäå

Ψ(y, y1, y2) =

{
Φ

(√
y1 − y

4

)
+ exp

[
−y1 − y

8

]/√π(y1 − y)
2

}[
|y|3/2

√
2π
]−1×

×
∞∫
0

ξ exp
[
− (ξ + y/2)2

2y

] [
Φ
(
ξ + y2/2√

y2

)
− exp(−ξ)Φ

(
−ξ + y2/2√

y2

)]
dξ. (34)

Ïðè ýòîì ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè (33) íå çàâèñèò îò âûáîðà çíà÷åíèÿ θ â (7), (8).

Òî÷íîñòü îöåíîê ìîìåíòîâ ïîÿâëåíèÿ è èñ÷åçíîâåíèÿ ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü
óñëîâíûìè ñìåùåíèåì è ðàññåÿíèåì [9]

B(θim | θ0i) =

θi, max∫
θi, min

(θi − θ0i)Wi(θi | θ0i) dθi, (35)
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V (θim | θ0i) =

θi, max∫
θi, min

(θi − θ0i)2Wi(θi | θ0i) dθi. (36)

Ðàññìîòðèì àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòåé (33), ñìåùå-
íèé (35) è ðàññåÿíèé (36) ïðè óâåëè÷åíèè ÎÑØ. Ââåäåì íîðìèðîâàííûå ïåðåìåííûå
(èëè îáîáùåííûå ÎÌÏ ìîìåíòîâ ïîÿâëåíèÿ è èñ÷åçíîâåíèÿ)

.im = Q(θi0, θim), (37)

.im ∈ [−.i, min, .i, max], ãäå .i, min = Q(θi, min, θ0i) � 0, .i, max = Q(θ0i, θi, max) � 0. Äëÿ
ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (37) ñ ó÷åòîì (33) ìîæíî çàïèñàòü

Wi(.i) =
{

Ψ [−.i, .i, min, .i, max] , −.i, min � .i � 0,
Ψ [.i, .i, max, .i, min] , 0 < .i � .i, max.

(38)

Ïîëîæèì â (38), ÷òî .i, min → ∞, .i, max → ∞. Ýòî, â ÷àñòíîñòè, èìååò ìåñòî ïðè
zmin → ∞ è ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ θi, min, θi, max, i = 1, 2. Ó÷èòûâàÿ (34), íàõî-
äèì ïðåäåëüíóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè íîðìèðîâàííûõ ïåðåìåííûõ (37)

Wa(.i) = 3 exp
(
2|.i|

)[
1 − Φ

(
3
√
|.i|/2

)]
+ Φ

(√
|.i|/2

)
− 1, .i ∈ (−∞,+∞). (39)

Âïåðâûå ýòà ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè áûëà ïîëó÷åíà, ïî-âèäèìîìó, â [10], à åå ñâîé-
ñòâà èçó÷åíû è îïèñàíû â [11]. Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè (39) ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ
îò ãàóññîâñêîé, èìååò íóëåâûå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è êîýôôèöèåíò àñèììåò-
ðèè, îáëàäàåò äèñïåðñèåé 13/2 è êîýôôèöèåíòîì ýêñöåññà 1779/169 ≈ 10,53. Èç-
âåñòíî [5, 6, 9], ÷òî ïî ìåðå ðîñòà ÎÑØ zmin ÎÌÏ θim ñõîäÿòñÿ ê èñòèííûì çíà-
÷åíèÿì θ0i, i = 1, 2, ìîìåíòîâ ïîÿâëåíèÿ è èñ÷åçíîâåíèÿ â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì
ñìûñëå. Ïîýòîìó ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ÎÑØ îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïî-
äîáèÿ ðàñïîëàãàþòñÿ â ìàëîé îêðåñòíîñòè èñòèííîãî çíà÷åíèÿ îöåíèâàåìîãî ïàðà-
ìåòðà. Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ôóíêöèè Q(θ0i, θi) â îêðåñòíîñòè θ0i. Ðàçëîæèì åå â
ðÿä Òåéëîðà ïî θi â îêðåñòíîñòè θ0i è îãðàíè÷èìñÿ â ðàçëîæåíèè ÷ëåíàìè ïåðâîãî
ïîðÿäêà

Q(θ0i, θi) ≈ 2f2(θ0i)(θi − θ0i)/N0 = 2ρ2
i1(θ0i)(θi − θ0i)/Tmax,

ãäå Tmax � ìàêñèìàëüíàÿ äëèòåëüíîñòü ñèãíàëà, ρ2
i1 = 2f2(θ0i)Tmax/N0. Òîãäà äëÿ

íîðìèðîâàííûõ ïåðåìåííûõ .im ñïðàâåäëèâî âûðàæåíèå

.im = ρ2
i1(θ0i)(θim − θ0i)/Tmax. (40)

Èñïîëüçóÿ (39), (40), äëÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ñìåùåíèÿ (35) è ðàññåÿíèÿ (36)
îöåíîê ìîìåíòîâ ïîÿâëåíèÿ è èñ÷åçíîâåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü

Ba(θim | θ0i) = 0, Va(θim | θ0i) = 26T 2
max/ρ

4
i1. (41)

Âûðàæåíèÿ (41) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò èç ðåçóëüòàòîâ [5], åñëè èíòåðïðåòèðîâàòü
ÎÌÏ θim êàê îöåíêè ìîìåíòà ñêà÷êîîáðàçíîãî èçìåíåíèÿ ñèãíàëà, íàáëþäàåìîãî
íà ôîíå àääèòèâíîãî ãàóññîâñêîãî áåëîãî øóìà. Ñîïîñòàâëåíèå (41) è (35), (36) äëÿ
êîíêðåòíûõ ñèãíàëîâ ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè àñèìïòîòè÷å-
ñêèõ ôîðìóë, ïîëó÷åííûõ â [5].

§ 5. Çàêëþ÷åíèå
Ïðåäñòàâëåíèå ëîãàðèôìàôóíêöèîíàëà îòíîøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ â âèäå ñóììû

äâóõ ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, à òàêæå ïðèìåíåíèå îðèãè-
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íàëüíîé çàìåíû ïåðåìåííûõ äàëî âîçìîæíîñòü íàéòè òî÷íûå âûðàæåíèÿ äëÿ õà-
ðàêòåðèñòèê àëãîðèòìîâ ïðèåìà ñèãíàëà ïðîèçâîëüíîé ôîðìû ñ íåèçâåñòíûìè ìî-
ìåíòàìè ïîÿâëåíèÿ è èñ÷åçíîâåíèÿ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò èññëåäîâàòü
âëèÿíèå ôîðìû ñèãíàëà íà ýôôåêòèâíîñòü åãî ïðèåìà, à òàêæå îïðåäåëèòü ãðàíè-
öû ïðèìåíèìîñòè íàéäåííûõ ðàíåå àñèìïòîòè÷åñêèõ âûðàæåíèé. Ïîêàçàíî, ÷òî ñ
ðîñòîì îòíîøåíèÿ ñèãíàë/øóì íàéäåííûå òî÷íûå âûðàæåíèÿ äëÿ õàðàêòåðèñòèê
îáíàðóæåíèÿ è îöåíèâàíèÿ ñîâïàäàþò ñ àíàëîãè÷íûìè àñèìïòîòè÷åñêèìè õàðàêòå-
ðèñòèêàìè, íàéäåííûìè ðàíåå.
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