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Аннотация: исследованы статистические характеристики величины и положения
наибольшего максимума марковского случайного процесса типа Башелье с кусочно-
постоянными по времени коэффициентами сноса и диффузии. В результате решения
уравнения Фоккера-Планка-Колмогорова получены точные и асимптотические выраже-
ния для функций распределения, плотностей вероятности и моментов величины и поло-
жения наибольшего максимума марковского случайного процесса. Найдена функция рас-
пределения времени первого достижения границы случайным процессом типа Башелье.
Полученные результаты могут быть использованы для анализа алгоритмов оптимальной
и квазиоптимальной обработки разрывных сигналов, наблюдаемых на фоне шума, когда
решающая статистика (или её приращение) обладает марковскими свойствами.
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STATISTICAL PROPERTIES OF HEIGHT AND PROVISIONS
OF ABSOLUTE MAXIMUM MARKOV PROCESSES

BACHELIER TYPE
A. P. Trifonov, Y. E. Korchagin, M. B. Bespalova

Abstract: the statistical characteristics of size and position of the largest maximum
of Markov random process type Bachelier with piecewise constant time drift and diffusion
coefficients. As a result, the solution of equation Fokker-Planck-Kolmogorov obtain exact and
asymptotic expressions for the distribution functions, probability densities and the moments
of and the position of the highest peak of the Markov random process. Distribution function
of the first passage time of a Random Process of Bachelier. The results can be used to analyze
algorithms for optimal and quazioptimal processing discontinuous signals observed on the
background noise, when the decisive statistics (or its increment) has the Markov property.

Keywords: Fokker-Planck-Kolmogorov equation, the probability density distribution,
elevation, the position of the absolute maximum.

Задача исследования статистических свойств высоты (величины) и положения абсолют-
ного (наибольшего) максимума случайного процесса актуальна для многих приложений ста-
тистической радиофизики. Так, например, на основе распределения величины максимума
решающей статистики можно определить вероятности ошибок алгоритмов обнаружения сиг-
нала [1], [2]. Зная статистические характеристики положения максимума случайного процес-
са, можно найти статистические характеристики оценок параметров сигнала [3], [4]. Методика
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расчёта распределений величины и положения максимума случайного процесса, обладающего
необходимым числом производных, описана, например, в [3].

В данной работе исследуются статистические свойства величины и положения наиболь-
шего максимума марковского случайного процесса с кусочно-постоянными коэффициентами
сноса и диффузии, а также времени первого достижения границы. Задачу поиска распре-
делений величины и положения максимума удаётся свести [3] к довольно хорошо изученной
задаче о достижении границ марковским случайным процессом [5]. Найдём распределения
величины и положения наибольшего максимума марковского случайного процесса.

Пусть марковский случайный процесс y(x), заданный на отрезке x ∈ [X1, X2], обладает
коэффициентом сноса

k1 =

{
a1, X1 ⩽ x < x0,

−a2, x0 ⩽ x ⩽ X2

и коэффициентом диффузии

k2 =

{
b1, X1 ⩽ x < x0,

b2, x0 ⩽ x ⩽ X2.

Здесь ai, bi, i = 1; 2 — положительные константы, x0 — внутренняя точка отрезка [X1, X2].
Однородные по координате марковские процессы коэффициенты сноса и диффузии которых
зависят только от времени, называют процессами типа Башелье [5].

Обозначим
Y = sup

X1⩽x⩽X2

y(x), xm = arg sup
X1⩽x⩽X2

y(x) (1)

— соответственно величина и положение наибольшего максимума случайного процесса y(x)
на отрезке [X1, X2]. Необходимо найти статистические характеристики случайных величин
Y и xm (1).

Введём в рассмотрение двумерную функцию распределения величины наибольшего мак-
симума процесса y(x)

F2(u, v,X) = P

{
sup

X1⩽x<X
y(x) < u, sup

X⩽x⩽X2

y(x) < v

}
. (2)

Согласно [3], функции распределения случайных величин (1) можно выразить через функцию
распределения (2)

FY (H) = P {Y < H} = F2(H,H, T2), (3)

Fx(X) = P {xm < X} =

∞∫
−∞

[
∂F2(u, v,X)

∂u

∣∣∣∣
v=u

]
du.

Для совместной плотности вероятности величины и положения наибольшего максимума слу-
чайного процесса y(x) справедливо выражение [3]

W (u,X) =
∂

∂X

[
∂F2(u, v,X)

∂u

∣∣∣∣
v=u

]
. (4)

Интегрируя плотность вероятности W (u,X) по первому аргументу в бесконечных преде-
лах, можно получить плотность вероятности положения наибольшего максимума марковско-
го случайного процесса y(x)

Wx(X) =

∞∫
−∞

W (u,X)du =
∂

∂X

∞∫
−∞

[
∂F2(u, v,X)

∂u

∣∣∣∣
v=u

]
du. (5)
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Следовательно, для вычисления искомых распределений величины и положения наибольшего
максимума марковского случайного процесса необходимо найти функцию (2). Она представ-
ляет собой вероятность недостижения марковским случайных процессом y(x) границ −∞ и
u на отрезке x ∈ [X1, X] и границ −∞ и v на отрезке x ∈ [X,X2].

Введём вспомогательный случайный процесс

z(x) =

{
u− y(x), X1 ⩽ x < X,

v − y(x), X ⩽ x ⩽ X2

(6)

и перепишем выражение (2) в виде

F2(u, v,X) = P

{
sup

X1⩽x⩽X2

z(x) > 0

}
. (7)

Эта функция представляет собой вероятность недостижения процессом z(x) границ z = 0 и
z = ∞. Согласно (6) случайный процесс z(x) является марковским с коэффициентами сноса
и диффузии

k1z =

{
−a1, X1 ⩽ x < x0,

a2, x0 ⩽ x ⩽ X2,
k2z =

{
b1, X1 ⩽ x < x0,

b2, x0 ⩽ x ⩽ X2.
(8)

Следовательно, вычисление вероятности (7) сводится к задаче вычисления вероятности недо-
стижении границ z = 0 и z = ∞ марковским случайным процессом z(x) на отрезке
x ∈ [X1, X2] [5], [6]. Согласно [5] для вероятности (7) можно записать

F2(u, v,X) =

∞∫
0

W (z,X2)dz, (9)

где W (z, x) — одномерная плотность вероятности реализаций случайного процесса z(x), ни
разу не достигших границ z = 0 и z = ∞. Функция W (z, x) является решением уравнения
Фоккера-Планка-Колмогорова (ФПК) [5], [6]

∂W (z, x)

∂x
+

∂

∂z
[k1zW (z, x)]− 1

2

∂2

∂z2
[k2zW (z, x)] = 0 (10)

при начальном условии
W (z, x) =W (z,X1)

и граничных условиях
W (z = 0, x) =W (z = ∞, x) = 0.

Здесь W (z,X1) — плотность вероятности случайной величины z(T1) = u− y(T1). Обозначим
W0(y) — плотность вероятности случайной величины y(T1). Тогда W (z,X1) =W0(u− z).

Поскольку коэффициенты сноса и диффузии (8) изменяются скачком при x = x0, решение
уравнения (10) будем искать отдельно для X < x0 и X > x0. Пусть сначала X < x0. Найдём
решения последовательно на отрезках [X1, X], [X,x0], [x0, X2]. Выполним замену переменных

W (z, x) = U(z, x) exp

(
k1z
k2z

z − k21z
2k2z

x

)
, (11)

U(z, x) =W (z, x) exp

(
−k1z
k2z

z +
k21z
2k2z

x

)
, (12)
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которая при постоянных коэффициентах сноса и диффузии приводит уравнение (10) к кано-
ническому виду [7]

∂U(z, x)

∂x
=
k1z
2

· ∂
2U(z, x)

∂z2
. (13)

Согласно (11), начальные и граничные условия для уравнения (13) запишем как

U(z,X1) =W (z,X1) exp

(
−k1z
k2z

z +
k21z
2k2z

X1

)
, (14)

U(z = 0, x) = U(z = ∞, x) = 0.

В работах [7], [8] найдено решение уравнения (13)

U(z, x) =
1√

2πk2z(x−X1)

∞∫
0

U(ξ,X1)χ [z, ξ, k2z(x−X1)] dξ, (15)

где обозначено

χ(x1, x2, x3) = exp

(
−(x1 − x2)

2

2x3

)
− exp

(
−(x1 + x2)

2

2x3

)
.

Подставляя (14) в решение (15), а затем (15) в (11), находим решение уравнения ФПК на
отрезке x ∈ [X1, X]

W (z, x) =
1√

2πk2z(x−X1)
exp

(
− k21z
2k2z

(x−X1)

)
×

×
∞∫
0

W (ξ,X1) exp

(
−k1z
k2z

(ξ − z)

)
χ [z, ξ, k2z(x−X1)] dξ.

Учитывая (8), перепишем последнее выражение в виде

W (z, x) =
1√

2πb1(x−X1)
exp

(
− a21
2b1

(x−X1)

)
×

×
∞∫
0

W (ξ,X1) exp

(
a1
b1

(ξ − z)

)
χ [z, ξ, b1(x−X1)] dξ. (16)

Плотность вероятности (16) при x = X представляет собой начальное условие для следующе-
го отрезка x ∈ [X,x0]. Согласно (6) случайный процесс z(x) при x = X претерпевает скачок
величиной v − u. Следовательно, W (z, x+ 0) =W (z + u− v, x− 0), и начальное условие для
отрезка x ∈ [X,x0] имеет вид

W (z,X) =
1√

2πb1(X −X1)
exp

(
− a21
2b1

(X −X1)

)
× (17)

×
∞∫
0

W (ξ,X1) exp

(
a1
b1

(ξ − z + v − u)

)
χ [z + u− v, ξ, b1(X −X1)] dξ.

С помощью замены переменных (12) приводим уравнение ФПК к каноническому виду и
записываем его решение аналогично (15)

U(z, x) =
1√

2πb1(x−X)

∞∫
0

W (ξ1, X) exp

(
a1
b1
ξ1 +

a21
2b1

X

)
χ [z, ξ1, b1(x−X)] dξ1. (18)
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Подставляя (17) в (18) и возвращаясь к плотности вероятности W (z, x), получаем решение
уравнения ФПК на отрезке x ∈ [X,x0]

W (z, x) =
1

2πb1
√

(x−X)(X −X1)
exp

(
− a21
2b1

(x−X1)−
a1
b1

(z + u− v)

)
×

×
∞∫
0

∞∫
0

W (ξ,X1) exp

(
a1
b1
ξ

)
χ [ξ1 + u− v, ξ, b1(X −X1)]χ [z, ξ1, b1(x−X)] dξdξ1.

Положив в выражении (18) x = x0, имеем начальное условие для следующего отрезка
[x0, X2]. Решение уравнения (13) запишем аналогично (18) с учётом изменения коэффициен-
тов сноса и диффузии (8)

U(z, x) =
1√

2πb2(x− x0)

∞∫
0

W (ξ2, x0) exp

(
−a2
b2
ξ2 +

a22
2b2

x0

)
χ [z, ξ2, b2(x− x0)] dξ2.

Возвращаясь к плотности вероятностиW (z, x), получаем решение уравнения ФПК на отрезке
x ∈ [x0, X2]

W (z, x) =
exp(−a1(u− v)/b1 + a2z/b2)

2πb1
√

2πb2(x− x0)(x0 −X)(X −X1)
exp

(
− a21
2b1

(x0 −X1)−
a22
2b2

(x− x0)

)
×

×
∞∫
0

∞∫
0

∞∫
0

W (ξ,X1) exp

(
a1
b1
ξ −

[
a1
b1

+
a2
b2

]
ξ2

)
χ [ξ1 + u− v, ξ, b1(X −X1)]× (19)

×χ [ξ2, ξ1, b1(x0 −X)]χ [z, ξ2, b2(x− x0)] dξdξ1dξ2.

Найдём теперь решение уравнения (10) при X > x0 последовательно на отрезках [X1, x0],
[x0, X], [X,X2]. Решение на первом отрезке [X1, x0] совпадает с (16). Положив в (16) x = x0,
получим начальное условие для отрезка [x0, X]

W (z, x) =
1√

2πb1(x0 −X1)
exp

(
− a21
2b1

(x0 −X1)

)
×

×
∞∫
0

W (ξ,X1) exp

(
a1
b1

(ξ − z)

)
χ [z, ξ, b1(x0 −X1)] dξ. (20)

С помощью замены переменных (12) приводим уравнение ФПК к каноническому виду и
записываем его решение аналогично (15)

U(z, x) =
1√

2πb2(x− x0)

∞∫
0

W (ξ1, x0) exp

(
−a2
b2
ξ1 +

a22
2b2

x0

)
χ [z, ξ1, b2(x− x0)] dξ1. (21)

Подставляя (20) в (21) и возвращаясь к плотности вероятности W (z, x), получаем решение
уравнения ФПК на отрезке x ∈ [x0, X]

W (z, x) =
1

2π
√
b1(x0 −X1)b2(x− x0)

exp

(
− a21
2b1

(x0 −X1)
a22
2b2

(x− x0)

)
×

×
∞∫
0

∞∫
0

W (ξ,X1) exp

(
a1
b1
ξ −

[
a1
b1

+
a2
b2

]
ξ1 +

a2
b2
z

)
×

×χ [ξ1, ξ, b1(x0 −X1)]χ [z, ξ1, b2(x− x0)] dξdξ1. (22)
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Плотность вероятности (22) при x = X представляет собой начальное условие для следу-
ющего отрезка x ∈ [X,X2]. Согласно (6) случайный процесс z(x) при x = X претерпевает
скачок величиной v−u. Следовательно, W (z, x+0) =W (z+u−v, x−0), и начальное условие
для отрезка [X,X2] имеет вид W (z, x) = W (z + u − v,X). Решение уравнения (13) запишем
аналогично (21)

U(z, x) =
1√

2πb2(x−X)

∞∫
0

W (ξ2 + u− v,X) exp

(
−a2
b2
ξ2 +

a22
2b2

X

)
×

×χ [z, ξ2, b2(x−X)] dξ2. (23)

Подставляя (22) в (23) и возвращаясь к плотности вероятности W (z, x), получаем решение
уравнения ФПК на отрезке [X,X2]

W (z, x) =
exp(a2(z + u− v)/b2)

2πb2
√

2πb1(x0 −X1)(X − x0)(x−X)
exp

(
− a21
2b1

(x0 −X1)−
a22
2b2

(x− x0)

)
×

×
∞∫
0

∞∫
0

∞∫
0

W (ξ,X1) exp

(
a1
b1
ξ −

[
a1
b1

+
a2
b2

]
ξ1

)
χ [ξ1, ξ, b1(x0 −X1)]× (24)

×χ [ξ2 + u− v, ξ1, b2(X − x0)]χ [z, ξ2, b2(x−X)] dξdξ1dξ2.

Подставив найденные решения уравнения ФПК (19) и (24) в выражение (9), получим
искомую функцию распределения (2)

F2(u, v,X) =
exp(−a1(u− v)/b1 − a21(x0 −X1)/2b1)

2πb1
√
(x0 −X)(X −X1)

∞∫
0

∞∫
0

∞∫
0

W0(u− ξ) exp
(
− a1(ξ2 − ξ)/b1

)
×

×φ
(
2a2/

√
b2, X2 − x0, 2a2ξ2/b2

)
χ
(
ξ1 + u− v, ξ, b1(X −X1)

)
×

×χ
(
ξ2, ξ1, b1(x0 −X)

)
dξdξ1dξ2, X < x0, (25)

F2(u, v,X) =
exp(a2(u− v)/b2 − a21(x0 −X1)/2b1)

2π
√
b1b2(X − x0)(x0 −X1)

∞∫
0

∞∫
0

∞∫
0

W0(u− ξ)×

× exp
(
a1ξ/b1 + a2ξ2/b2 − (a1/b1 + a2/b2)ξ1 − a22(X − x0)/2b2

)
×

×χ
(
ξ2 + u− v, ξ1, b2(X2 − x0)

)
χ
(
ξ1, ξ, b1(x0 −X1)

)
×

×φ
(
2a2/

√
b2, X2 −X, 2a2ξ2/b2

)
dξdξ1dξ2, X > x0, (26)

где обозначено

φ(y1, y2, y3) = Φ

(
y1
2

√
y2 +

y3
y1
√
y2

)
− exp(−y3)Φ

(
y1
2

√
y2 −

y3
y1
√
y2

)
,

а Φ(x) =
x∫

−∞
exp(−t2/2)dt

/
√
2π — интеграл вероятности. Положив в выражении (26) u =

v = H, X = X2, находим функцию распределения (3) величины наибольшего максимума
марковского случайного процесса

FY (H) =
exp(−a21(x0 −X1)/2b1)√

2πb1(x0 −X1)

∞∫
0

∞∫
0

W0(H − ξ) exp
(
a1(ξ − ξ1)/b1

)
×

×χ
(
ξ1, ξ, b1(x0 −X1)

)
φ
(
2a2/

√
b2, X2 − x0, 2a2ξ1/b2

)
dξdξ1.
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Подставляя функцию распределения (25), (26) в формулу (4), находим совместную плот-
ность вероятности величины и положения наибольшего максимума марковского случайного
процесса при X ⩽ x0

W (u,X) =

∞∫
0

∞∫
0

W0(u− ξ)φ
(
2a2/

√
b2, X2 − x0, 2a2ξ1/b2

)
πb21(X −X1)3/2(x0 −X)3/2

× (27)

×ξξ1 exp
[
− a21
2b1

(x0 −X1)−
ξ2

2b1(X −X1)
− ξ21

2b1(x0 −X)
+
a1
b1

(ξ − ξ1)

]
dξdξ1

и при X > x0

W (u,X) =
1

π
√
b2(X − x0)3/2

√
x0 −X1

∞∫
0

∞∫
0

ξ1W0(u− ξ)× (28)

×

exp
[
−a22(X2 −X)/2b2

]√
2πb2(X2 −X)

+
a2
b2

Φ

√a22
b2

(X2 −X)

×

× exp

[
a1
b1
ξ −

(
a1
b1

+
a2
b2

)
ξ1 −

ξ21
2b2(X − x0)

]
χ
(
ξ, ξ1, b1(x0 −X1)

)
dξdξ1.

Подставляя выражения (27) и (28) в (5), находим плотность вероятности положения наиболь-
шего максимума марковского случайного процесса

W (X) =
1

∆


z21Ψ

(
z21
x0 −X

∆
, z21

x0 −X1

∆
, z22

X2 − x0
∆

,
1

R

)
, X ⩽ x0,

z22Ψ

(
z22
X − x0

∆
, z22

X2 − x0
∆

, z21
x0 −X1

∆
, R

)
, X > x0.

(29)

где обозначено: ∆ = X2 −X1, z21 = 2a21∆/b1, z
2
2 = 2a22∆/b2, R = a1b2/a2b1,

Ψ(y, y1, y2, y3) =
1

2
√
π|y|3/2

{
Φ

(√
y1 − y

2

)
+

exp [−(y1 − y)/4]√
π(y1 − y)

}
×

×
∞∫
0

ξ exp

[
−(ξ + y)2

4y

] [
Φ

(
y3ξ + y2√

2y2

)
− exp(−y3ξ)Φ

(
−y3ξ + y2√

2y2

)]
dξ.

(30)

Положение наибольшего максимума случайного процесса xm часто играет роль оценки пара-
метра сигнала. Поэтому рассмотрим свойства плотности вероятности (29). Найдём матема-
тическое ожидание случайной величины xm − x0, которое характеризует среднее отклонение
положения максимума марковского процесса от величины x0

b = ⟨xm − x0⟩ =
X2∫

X1

(x− x0)W (x)dx = (31)

=
∆

z22
Fb

(
z22
X2 − x0

∆
, z21

x0 −X1

∆
, R

)
− ∆

z21
Fb

(
z21
x0 −X1

∆
, z22

X2 − x0
∆

,
1

R

)
.
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Здесь

Fb(y1, y2, y3) =

y1∫
0

xΨ(x, y1, y2, y3)dx =

=

y1∫
0

1

2
√
πx

{
Φ

(√
y1 − x

2

)
+

exp [−(y1 − x)/4]√
π(y1 − x)

}
×

×
∞∫
0

ξ exp

[
−(ξ + x)2

4y

] [
Φ

(
y3ξ + y2√

2y2

)
− exp(−y3ξ)Φ

(
−y3ξ + y2√

2y2

)]
dξdx.

Квадрат отклонения положения наибольшего максимума марковского случайного процес-
са y(x) от точки x0 характеризуется величиной

V =
⟨
(xm − x0)

2
⟩
=

X2∫
X1

(x− x0)
2W (x)dx = (32)

=
∆2

z42
FV

(
z22
X2 − x0

∆
, z21

x0 −X1

∆
, R

)
+

∆2

z41
FV

(
z21
x0 −X1

∆
, z22

X2 − x0
∆

,
1

R

)
.

Здесь

FV (y1, y2, y3) =

y1∫
0

x2Ψ(x, y1, y2, y3)dx =

=

y1∫
0

√
x

2
√
π

{
Φ

(√
y1 − x

2

)
+

exp [−(y1 − x)/4]√
π(y1 − x)

}
×

×
∞∫
0

ξ exp

[
−(ξ + x)2

4y

] [
Φ

(
y3ξ + y2√

2y2

)
− exp(−y3ξ)Φ

(
−y3ξ + y2√

2y2

)]
dξdx.

Для исследования асимптотического поведения плотности вероятности (29) и моментов
(31) и (32) выполним замену переменных

µm =

{
z21(xm − x0)/∆, xm ⩽ x0,

z22(xm − x0)/∆, xm > x0.
(33)

Плотность вероятности случайной величины µm имеет вид

W (µ) =

{
Ψ
(
−µ, z21(x0 −X1)/∆, z

2
2(X2 − x0)/∆, 1/R

)
, µ ⩽ 0,

Ψ
(
µ, z22(X2 − x0)/∆, z

2
1(x0 −X1)/∆, R

)
, µ > 0.

(34)

Как известно [5], коэффициент сноса характеризует скорость изменения регулярной состав-
ляющей случайного процесса, а коэффициент диффузии — мощность случайной составля-
ющей. Поэтому можно считать, что безразмерные величины zi характеризуют отношение
сигнал/шум. При a1 ≫ b1 и a2 ≫ b2, что равносильно zi → ∞, i = 1;2, второй и третий аргу-
менты функции (34) стремятся к бесконечности. Устремив к бесконечности второй и третий
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аргументы функции (30), получим

Ψ(x,∞,∞, y) ≡Wa(x, y) = (35)

= (2y + 1)Φ
{
− (2y + 1)

√
|x|/2

}
exp

{
y(y + 1)|x|

}
− Φ

{
−
√

|x|/2
}
=

= −1 + Φ
{√

|x|/2
}
+ (2y + 1) exp

{
y(y + 1)|x|

}[
1− Φ

{
(2y + 1)

√
|x|/2

}]
.

Используя выражение (35), запишем асимптотическое представление плотности вероятности
(34)

W (µ) =

{
Wa (−µ, 1/R) , µ ⩽ 0,

Wa (µ,R) , µ > 0.
(36)

При y = 1, распределение (35) принимает вид

Wa(x, 1) = 3Φ
{
− 3
√

|x|/2
}
exp

{
2|x|

}
− Φ

{
−
√

|x|/2
}
=

= 3 exp
(
2|x|

)[
1− Φ

{
3
√

|x|/2
}]

+Φ
{√

|x|/2
}
− 1. (37)

Свойства этой плотности вероятности подробно изучены в [9], [3]. Случайные величины, опи-
сываемые плотностью (37), имеют нулевое математическое ожидание и дисперсию 13/2. Ко-
эффициенты асимметрии и эксцесса плотности вероятности (37) равны соответственно нулю
и 1779/169 ≈ 10,53.

При y ̸= 1 математическое ожидание и второй начальный момент случайной величины µm
найдём, используя распределение (36)

⟨µm⟩ = R(R+ 2)− (2R+ 1)

(R+ 1)2
=
R− 1

R+ 1
,

⟨
µ2m
⟩
= 2

R(2R2 + 6R+ 5) + (5R2 + 6R+ 2)

(R+ 1)3
.

Учитывая (33), можем записать математическое ожидание и средний квадрат отклонения
положения максимума xm случайного процесса y(x) от точки x0

⟨xm − x0⟩ = ∆
z21R(R+ 2)− z22(2R+ 1)

z21z
2
2(R+ 1)2

, (38)

⟨
(xm − x0)

2
⟩
= 2∆2 z

4
1R(2R

2 + 6R+ 5) + z42(5R
2 + 6R+ 2)

z41z
4
2(R+ 1)3

. (39)

При R = 1 выражения (38) – (39) приобретают вид

⟨µm⟩ = 0,
⟨
µ2m
⟩
= 13/2,

⟨xm − x0⟩ = 0,
⟨
(xm − x0)

2
⟩
= 13∆2/2z21z

2
2 .

Найдём теперь функцию распределения момента x′ первого достижения границы h мар-
ковским случайным процессом y(x). Если под переменной x понимать время, то x′ — время
первого достижения границы реализацией процесса y(x). Функция распределения случайной
величины x′ по определению равна [6], [5]

F (h,X) = P{x′ < X} = 1− F̃ (h,X), (40)

где

F̃ (h,X) = P

{
sup

X1⩽x⩽X
y(x) < h

}
(41)
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— вероятность недостижения процессом y(x) границы h на интервале [X1, X]. Используя
вспомогательный случайный процесс z(x) = h− y(x) можем аналогично (9) записать

F̃ (h,X) = P{y(x) > 0, x ∈ [X1, X]} =

∞∫
0

W (z,X) dz, (42)

где W (z, x) — одномерная плотность вероятности реализаций случайного процесса z(x), ни
разу не достигших границ z = 0 и z = ∞. Функция W (z, x) является решением уравнения
ФПК (10) [5], [6]. Найдём функцию (41) отдельно для X < x0 и X > x0. При X < x0
воспользуемся решением уравнения ФПК (16), подставляя которое в формулу (42), а затем
(42) в (40), находим

F (h,X) = 1− 1√
2πb1(X −X1)

exp

(
− a21
2b1

(X −X1)

)
×

×
∞∫
0

∞∫
0

W (ξ,X1) exp

(
a1
b1

(ξ − z)

)
χ [z, ξ, b1(X −X1)] dξdz, X < x0.

После вычисления интеграла по dz, учитывая, чтоW (ξ,X1) =W0(h−ξ), получаем выражение
для функции распределения времени первого достижения границы при X < x0

F (h,X) = 1−
∞∫
0

W0(h− ξ)

{
Φ

(√
X −X1

2
+

ξ√
X −X1

)
−

− exp(−ξ)Φ
(√

X −X1

2
− ξ√

X −X1

)}
dξ.

При X > x0 воспользуемся решением уравнения ФПК (22), подставляя которое в формулу
(42), а затем (42) в (40), находим

F (h,X) = 1− 1

2π
√
b1(X0 −X1)b2(x− x0)

exp

(
− a21
2b1

(x0 −X1)

)
×

×
∞∫
0

∞∫
0

∞∫
0

W (ξ,X1) exp

(
a1
b1
ξ −

[
a1
b1

+
a2
b2

]
ξ1 +

a2
b2
z − a22

2b2
(X − x0)

)
×

×χ [ξ1, ξ, b1(x0 −X1)]χ [z, ξ1, b2(X − x0)] dξdξ1dz, X > x0.

После вычисления интеграла по dz, учитывая, чтоW (ξ,X1) =W0(h−ξ), получаем выражение
для функции распределения времени первого достижения границы при X > x0

F (h,X) = 1− exp(−a21(x0 −X1)/2b1)√
2πb1(x0 −X1)

∞∫
0

∞∫
0

W0(h− ξ) exp
(
a1(ξ − ξ1)/b1

)
×

×χ
(
ξ1, ξ, b1(x0 −X1)

)
φ
(
2a2/

√
b2, X − x0, 2a2ξ1/b2

)
dξdξ1.

Полученные результаты могут быть использованы для анализа алгоритмов оптимальной
и квазиоптимльной обработки разрывных сигналов [3], когда решающая статистика (или её
приращение) обладают марковскими свойствами.
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