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Синтезированы квазиправдоподобный и максимально правдоподобный алгоритмы оценки амплитуды сверхширокополосного 
квазирадиосигнала произвольной формы с неизвестными длительностью и начальной фазой, наблюдаемого на фоне гауссов-
ского белого шума. Найдены структура и статистические характеристики алгоритмов оценки амплитуды. Исследовано влия-
ние априорного незнания длительности сигнала на точность оценки амплитуды. 

Ключевые слова: амплитуда, длительность, сверхширокополосный квазирадиосигнал, квазиправдоподобная оценка, мак-
симально правдоподобная оценка, смещение, дисперсия, рассеяние. 

We considered the new quasi-likelihood and maximum-likelihood amplitude estimation algorithm of the ultra-wideband quasi radio 
signal with arbitrary waveform signal unknown duration and initial phase against white Gaussian noise. We found the structure and 
statistical characteristics of the introduced estimation algorithm and we investigated the influence of the prior signal duration ignor-
ance on estimation efficiency. 

Keywords: amplitude, duration, ultra-wideband quasi radio signal, quasi-likelihood estimation, maximum-likelihood estimation, off-
set, bias, variance. 

Во многих практических приложениях статистической радиофизики, теории связи, радиолокации, нави-
гации, сейсмологии весьма актуальна задача оценки амплитуды сигнала, наблюдаемого на фоне шума. К 
настоящему времени предложено немало методов измерения амплитуды сигнала [1−7]. Способы оцени-
вания амплитуды, основанные на статистических методах оптимального приема сигналов, изучены в 
[1−3]. В работе [1] исследована оценка амплитуды детерминированного сигнала при условии, что все 
остальные параметры априори известны, и найдены характеристики оценки амплитуды. Важным для 
практических приложений случаем является оценка амплитуды сигнала с неизвестной длительностью. В 
работах [2, 4] исследованы оценки максимального правдоподобия амплитуды сигналов без высокочас-
тотного заполнения: прямоугольного импульса и квазидетерминированного сигнала произвольной фор-
мы. Оценка амплитуды радиосигнала с непрямоугольной формой огибающей, неизвестной длительно-
стью и начальной фазой исследована в работе [8]. При этом предполагалось, что радиосигнал является 
узкополосным [1, 3]. Однако часто требуется формировать оценку амплитуды радиосигнала, для которо-
го условия узкополосности не выполняются. В работе [9] рассмотрен алгоритм оценки амплитуды ра-
диосигнала произвольной формы с неизвестной начальной фазой, который не удовлетворяет условию 
относительной узкополосности, но длительность сигнала априори известна. Радиосигнал, для которого 
не выполняются условия узкополосности, назван в работе [9] сверхширокополосным квазирадиосигна-
лом. В данной работе исследованы алгоритмы оценки амплитуды сверхширокополосного квазирадио-
сигнала произвольной формы с неизвестными начальной фазой и длительностью. 

Ц е л ь  р а б о т ы  – исследование квазиправдоподобного (КП) и максимально правдоподобного 
(МП) алгоритмов оценки амплитуды сверхширокополосного квазирадиосигнала с неизвестными дли-
тельностью и начальной фазой, наблюдаемого на фоне гауссовского белого шума; разработка структуры 
и расчет статистических характеристик алгоритмов оценки амплитуды; оценка влияния априорного не-
знания длительности сигнала на точность оценки амплитуды. 
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Постановка задачи 

Сигнал, амплитуда которого подлежит оценке, запишем в виде 

( ) ( ) ( ), , , ( ) coss t a af t I t tϕ τ τ ω ϕ= − , (1) 

где ( )
1, 0 1

0, 0, 1

x
I x

x x

≤ ≤⎧⎪= ⎨
< >⎪⎩

 – индикатор единичной длительности; f(t) – непрерывная модулирующая 

функция; a, φ, ω, τ – амплитуда, начальная фаза, частота и длительность сигнала соответственно.  
Если полоса частот ∆ω и частота ω сигнала (1) удовлетворяют условию 
∆ω << ω, (2) 

то сигнал (1) является узкополосным радиосигналом [1, 3]. Если условие (2) не выполняется, то формула 
(1) описывает сверхширокополосный квазирадиосигнал [9]. Величины a, φ, ω, τ являются параметрами 
гармонического колебания, используемого для формирования сигнала. Тем не менее, аналогично [9], да-
лее будем называть a, φ, ω, τ соответственно амплитудой, начальной фазой, частотой и длительностью 
сверхширокополосного квазирадиосигнала (1). Выбором модулирующей функции f(t) можно обеспечить 
полосу ∆ω сигнала, близкую к частоте ω0 [9]. Таким образом, изменение модулирующей функции f(t) 
позволяет описать формулой (1) как сверхширокополосные квазирадиосигналы с большой относитель-
ной полосой частот, так и узкополосные радиосигналы, для которых выполняется условие (2). 

Пусть в течение интервала времени t ∈ [0,T] наблюдается аддитивная смесь сигнала (1) и гауссов-
ского белого шума n(t) с односторонней спектральной плотностью N0: 

( ) ( ) ( )0 0 0, , ,t s t a n tξ ϕ τ= + , (3) 

где a0, φ0, τ0 – истинные значения неизвестных параметров.  
Будем считать, что длительность сигнала может принимать значения из априорного интервала 

τ ∈ [T1,T2]. Располагая наблюдаемой реализацией ξ(t), необходимо сформировать оценку амплитуды по-
лезного сигнала (1), считая неизвестные длительность и начальную фазу неинформативными парамет-
рами, в оценке которых нет необходимости. 

Квазиправдоподобная оценка амплитуды 

Для синтеза алгоритма оценки воспользуемся методом максимального правдоподобия [1−3], согласно 
которому оценка амплитуды при априори известных длительности и начальной фазе совпадает с поло-
жением абсолютного (наибольшего) максимума логарифма функционала отношения правдоподобия 
(ФОП) ( )0 0 0argsup , ,m

a
a L a ϕ τ= . 

При неизвестных параметрах сигнала имеет место априорная параметрическая неопределенность 
относительно начальной фазы и длительности. В этом случае логарифм ФОП зависит от трех неизвест-
ных параметров [1−3]: 

( ) ( )
0 0

( )cos2( , , ) ( ) ( )cos
2

a f t taL a t f t t dt
N

τ ω ϕ
ϕ τ ξ ω ϕ

⎛ ⎞−
= − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ . (4) 

Для преодоления априорной параметрической неопределенности вместо неизвестных длительности 
и начальной фазы в выражении (4) можно использовать некоторые их значения. Эти значения могут 
быть фиксированными или определяться на основе наблюдаемой реализации. Вместо неизвестной дли-
тельности в выражении (4) будем использовать некоторое ожидаемое ее значение * из области возмож-
ных значений длительности τ* ∈ [T1,T2]. Неизвестную начальную фазу в выражении (4) заменим ее 
КП-оценкой 

( ) ( )*argsup ,a L a
ϕ

ϕ ϕ= , ( ) ( )* *, , ,L a L aϕ ϕ τ τ= = , (5) 

что равносильно максимизации логарифма ФОП (4) по переменной φ. КП-оценка амплитуды â опреде-
ляется как положение абсолютного (наибольшего) максимума логарифма ФОП: 
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( )*argsupa L a= , ( ) ( ) ( )* * *sup , ,L a L a L a
ϕ

ϕ ϕ= = . (6) 

Оценка (6) может быть найдена аналитически. Для этого представим выражение (4) в виде 

( ) ( )
* *

* * * * 2 1 cos(2 ) sin(2 ), cos sin
2

c sL a a X Y Q a ρ ϕ ρ ϕ
ϕ ϕ ϕ

+ +
= + − , (7) 

где обозначено X* = X(τ*); Y* = Y(τ*); Q* = Q(τ*); ρc
* = ρc(τ*); ρs

* = ρs(τ*);  

( )
0 0

2 ( ) ( )cos( )X t f t t dt
N

τ

τ ξ ω= ∫ ; ( ) ( )
0 0

2 ( )sin( )Y t f t t dt
N

τ

τ ξ ω= ∫ ; ( ) 2

0 0

1 ( )Q f t dt
N

τ

τ = ∫ ;  

( ) ( )
2

0 0

1 ( )cos(2 )c f t t dt
Q N

τ

ρ τ ω
τ

= ∫ ; ( ) ( )
2

0 0

1 ( )sin(2 )s f t t dt
Q N

τ

ρ τ ω
τ

= ∫ . (8) 

Решая далее систему уравнений правдоподобия ( )*

,

,
0

a

L a
a

ϕ

ϕ∂
=

∂
, ( )*

,

,
0

a

L a

ϕ

ϕ
ϕ

∂
=

∂
, находим выра-

жение для КП-оценки â амплитуды сигнала (1) 

( ) ( )
( )

2 2*2 * *2 *2 * *2 * * *

* *2 *2

1 1 4

1

с s с s s

c s

X Y X Y
a

Q

ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + + + + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦=
− −

. (9) 

Для узкополосного радиосигнала, когда выполняется условие (2), ρc
* = 0, ρs

* = 0, выражение (9) су-

щественно упрощается и принимает вид [1] 
*2 *2

узк. *
X Ya

Q
+

= . 

Согласно (9), КП-оценку амплитуды 
сверхширокополосного квазирадиосигна-
ла можно сформировать на основе схемы, 
приведенной на рис. 1, где интеграторы И 
работают на интервале времени [0,τ*], 
τ* ∈ [T1,T2]. 

Выполним анализ КП-алгоритма 
оценки амплитуды. Для полного статисти-
ческого описания оценки (6) найдем ее 
плотность вероятности. Согласно (9), КП 
оценка амплитуды определяется через 
случайные величины (СВ) X* и Y*. Следо-

вательно, плотность вероятности оценки (9) может быть выражена через совместную плотность вероятно-
сти этих СВ. Величины X* и Y*являются гауссовскими, поскольку представляют собой линейные преобра-
зования (8) гауссовского случайного процесса ξ(t), обладают математическими ожиданиями 

( )* * * *
0 0 0(1 )cos sinx c sm X a R r rϕ ϕ= = + + , ( )* * * *

0 0 0(1 )sin cosy c sm Y a R r rϕ ϕ= = − + , дисперсиями 

( ) ( )22 * * *1x x сX m Qσ ρ= − = + , ( ) ( )22 * * *1y y сY m Qσ ρ= − = −  и корреляционным моментом 

( ) ( )* * * *
xy x y sK X m Y m Q ρ= − − =  (где R(τ) = Q[min(τ,τ0)], R* = R(τ*), rc(τ) = ρc[min(τ,τ0)], rc

* = rc(τ*), 

rs(τ) = ρs[min(τ,τ0)], rs
* = rs(τ*)). 

Введем аналогично [9] замену переменных: ( )* * * *1 c sZ Y Xρ ρ= + − , ( )* * * *1 c sP X Yρ ρ= − − . Тогда для 

КП оценки амплитуды (9) получаем выражение 

 

Рис. 1. Схема КП-измерителя амплитуды сверхширокополосного ква-
зирадиосигнала 
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( )
2 2

* *2 *21 c s

Z Pa
Q ρ ρ

+
=

− −
. (10) 

Случайные величины Z и P – гауссовские, т.к. они представляют собой линейные комбинации гаус-
совских СВ X* и Y*. Следовательно, статистические свойства Z и P полностью описываются их первыми 
двумя моментами. Выполняя усреднение, находим математические ожидания mz = 〈Z〉 = a0R*Sz, 
mp = 〈P〉 = a0R*Sp, где  

( ) ( )* * * * * * * *
0 0sin (1 )(1 ) cos (1 ) (1 )z c c s s c s s cS r r r rϕ ρ ρ ϕ ρ ρ= + − − + + − + ,  (11) 

( ) ( )* * * * * * * *
0 0sin (1 ) (1 ) cos (1 )(1 )p c s s c c c s sS r r r rϕ ρ ρ ϕ ρ ρ= − − − + − + − ; (12) 

дисперсии ( ) ( )22 * *1z z cZ m Q gσ ρ= − = + , ( ) ( )22 * *1p p cP m Q gσ ρ= − = − , *2 *21 c sg ρ ρ= − −  и коэффици-

ент корреляции  

( )( ) *

*21

z p s
zp

z p c

Z m P m
R ρ

σ σ ρ

− −
= = −

−
. (13) 

С учетом найденных моментов совместная плотность вероятности СВ Z и P определяется формулой 

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )( )

1
22 22

2 2 22

1 21, exp
2 2 22 1

zp p zp z pz

z p z pz pzp

R P m R Z m P mZ m
W Z P

Rπ σ σ σ σσ σ

− ⎧ ⎫⎡ ⎤− − − −−⎪ ⎪⎢ ⎥= − + −⎨ ⎬⎢ ⎥−⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

. (14) 

Сделав в (10) замену переменных sinZ θ= Λ , cosP θ= Λ , получим 

*a
Q g
Λ

= , причем [ ]0, ,θ π πΛ ≥ ∈ − . (15) 

Выполним переход от совместной плотности вероятности СВ Z и P к совместной плотности веро-
ятности СВ Λ и θ. Для этого воспользуемся формулой из [11]: 

( ) ( ), sin , cosZPW W Dθ θ θ θΛ Λ = Λ Λ , (16) 

где 

sin sin

cos cos
D

θ θ
θ

θ θ
θ

∂Λ ∂Λ
∂Λ ∂= = Λ

∂Λ ∂Λ
∂Λ ∂

 – якобиан преобразования.  

Перейдем теперь в выражении (16) от СВ Λ и θ к СВ *a
Q g
Λ

=  и θ: 

( ) ( )*
1, ,aW a W aQ g Dθ θθ θΛ= , (17) 

где якобиан преобразования *
1D Q g= .  

Величина â является КП оценкой амплитуды (9). В результате получим выражение для совместной 
плотности вероятности СВ â и θ 

( ) ( ) ( )( )* 2 * 2 *, exp 2aW a CQ a Q a Q aθ θ γ θ δ θ⎡ ⎤= − −⎢ ⎥⎣ ⎦
, 0a ≥ , [ ],θ π π∈ − . (18) 

Здесь введены обозначения: 
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( ) ( )
2 2 2 2* 2

2 2 22 2 2

2
exp

2 12 1

p z z p zp z p z p

zp z pzp z p

m m R m mQ gC
RR

σ σ σ σ

σ σπ σ σ

⎛ ⎞+ −⎜ ⎟= −
⎜ ⎟−− ⎝ ⎠

, 

( )
( )

( )
2 2

*
2 2 2

sin cos sin cos

2 1
z p p z zp z p p z

zp z p

m m R m m
Q g

R

σ θ σ θ σ σ θ θ
δ θ

σ σ

+ − +
=

−
, 

( ) ( )
2 2 2 2

2 * 2
2 2 2

sin cos sin(2 )

2 1
p z zp z p

zp z p

R
Q g

R

σ θ σ θ σ σ θ
γ θ

σ σ

+ −
=

−
. 

Согласно (18), плотность вероятности КП-оценки (9) амплитуды сверхширокополосного квазира-
диосигнала можно найти, интегрируя совместную плотность вероятности по переменной θ: 

( ) ( ) ( ) ( )( )* * 2 * 2, exp 2a aW a W a d CQ a Q a Q a d
π π

θ
π π

θ θ δ θ γ θ θ
− −

= = −∫ ∫ . (19) 

Точность оценки можно характеризовать величинами смещения, дисперсии и рассеяния. Условные 
смещение и дисперсия оценки амплитуды сверхширокополосного квазирадиосигнала определяются со-
ответственно выражениями [1] 

( )0 0 0 0| , ,b a a a aϕ τ = − , ( ) ( )20 0 0| , ,D a a a aϕ τ = − . (20) 

В формулах (20) усреднение выполняется по реализациям шума при фиксированных истинных зна-
чениях параметров a0, φ0. Используя плотность вероятности (19), находим значения первых двух момен-
тов КП-оценки амплитуды: 

0

( )aa aW a da
∞

= ∫ , 2 2

0

( )aa a W a da
∞

= ∫ . (21) 

Подставляя в формулы (21) выражение (19) и интегрируя по a, получаем 

( )1*

Ca J d
Q

π

π

θ θ
−

= ∫ , ( )2
2*

Ca J d
Q

π

π

θ θ
−

= ∫ , (22) 

где  

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )
( )

( )
( )

2 2

1 4 3 2 2

2

exp 1 2
2 2

J

δ θπ γ θδ θ δ θ δ θ
θ

γ θ γ θ γ θ γ θ

⎛ ⎞
Φ⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎝ ⎠= + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
; 

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )
( )

( )
( )

2 2 2

2 4 2 5 2 2

2
1 31 exp

22
J

δ θδ θ π γ θδ θ δ θ δ θ
θ

γ θ γ θ γ θ γ θ γ θ

⎛ ⎞
Φ⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎝ ⎠= + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
; 

21( ) exp
22

x
tx dt

π
−∞

⎛ ⎞−
Φ = ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫  – интеграл вероятности. 

Исследуем поведение статистических характеристик КП-оценки амплитуды (9) – смещения и дис-
персии, с увеличением отношения сигнал/шум (ОСШ). Подставим наблюдаемую реализацию (3) в вы-
ражения для X* и Y* и выделим детерминированную и случайную составляющие: 

* * *
0 0 X cX a Q Nμ= + , * * *

0 0 Y sY a Q Nμ= + , (23) 
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где ( )( )
*

* *
0 0

0
cos 1 sinX c s

R r r
Q

μ ϕ ϕ= + + ; ( )( )
*

* *
0 0

0
sin 1 cosY c s

R r r
Q

μ ϕ ϕ= − + ; Q0 = Q(τ0); *
cN , *

sN  – гауссовские 

СВ с нулевыми математическими ожиданиями, дисперсиями ( )*2 * *1c cN Q ρ= + , ( )*2 * *1s cN Q ρ= −  и 

корреляционным моментом * * * * * *
c s s c sN N N N Q ρ= = : 

( ) ( )
*

*

0 0

2 cos( )cN n t f t t dt
N

τ

ω= ∫ ,      ( ) ( )
*

*

0 0

2 sin( )sN n t f t t dt
N

τ

ω= ∫ . 

Обозначим далее 2 2
0 0 0z a Q=  – ОСШ на выходе приемника МП-радиосигнала (1) с амплитудой a0 и 

длительностью τ0 [1]. Введем в рассмотрение случайные величины 
*

* 0

0 0

c
c

z N
a Q

η = , 
*

* 0

0 0

s
s

z N
a Q

η = , (24) 

которые являются гауссовскими и обладают нулевыми математическими ожиданиями, дисперсиями 

( )
*

*2 *

0
1c c

Q
Q

η ρ= + , ( )
*

*2 *

0
1s c

Q
Q

η ρ= −  и корреляционным моментом 
*

* * *

0
c s s

Q
Q

η η ρ= . 

Подставив выражения (23) в формулу (9), запишем КП-оценку амплитуды с учетом обозначений (24) 

( ) ( ) ( )( )
( )

2 2* * * * * * * * *
0

0 * *2 *2

4

1

X c Y s s X c Y s

c s

Q
a a

Q

μ εη α μ εη β ρ μ εη μ εη

ρ ρ

+ + + − + +
=

− −
, (25) 

где ( )2* *21 c sα ρ ρ= − + ; ( )2* *21 c sβ ρ ρ= + + ; 2
2
0

1
z

ε =  – величина, обратная ОСШ. 

Далее будем считать, что ОСШ z0 достаточно велико, следовательно, величина ε мала. Разложив 
выражение (25) в ряд Тейлора по степеням ε и отбросив слагаемые порядка малости ε2 и менее, получаем 

( )
( )* * * * * * * * **2 *2 * * *

0
0 *2 *2 * * ** *2 *2

24
1

41

X c Y s s X s Y cX Y s X Y

X Y s X Yc s

Q
a a

Q

αμ η βμ η ρ μ η μ ηαμ βμ ρ μ μ
ε

αμ βμ ρ μ μρ ρ

⎛ ⎞+ − ++ − ⎜ ⎟= +
⎜ ⎟+ −− − ⎝ ⎠

. (26) 

Выполняя усреднение, находим асимптотически (при больших ОСШ) точные выражения для сме-
щения и дисперсии КП-оценки амплитуды: 

( ) ( )
*

0 0 0 0 * *2 *2
| , , 1

1 c s

R Bb a a a
Q

ϕ τ
ρ ρ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

, (27) 

( )
( ) ( )

( )

2 * 2 * *2
0 0

0 0 0 2 * 2*2 *20

1 1 2
| , ,

1

c c s

c s

U H UHa QD a a
z Q B

ρ ρ ρ
ϕ τ

ρ ρ

+ + − +
= ⋅ ⋅

− −
, (28) 

где 
( )

( ) ( )

*2 *2 * * *2 *2
0 0

* *2 *2 * * * * *2 *2 * * *
0 0 0 0 0 0

1 2 cos(2 ) 2 sin(2 ) 1

2 cos 2 2 sin(2 ) 2 cos(2 ) 2 sin(2 ) 2 cos(2 ) 2 sin(2 ) ,

c s c s c s

c s c c s c s c s c s s

B r r r r

r r r r r r r r r r

ϕ ϕ ρ ρ

ρ ϕ ϕ ϕ ρ ϕ ϕ ϕ

⎡ ⎤= + + + + + + +⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − − − − + − − − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

( ) ( ) ( )2* *2 * * * * *
0 0 0 0 01 1 cos sin 2 cos sin sinc s c s s s cU r r r rρ ρ ϕ ϕ ρ ϕ ϕ ϕ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + + + − + −⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

, 

( ) ( ) ( )2* *2 * * * * *
0 0 0 01 cos 1 sin 2 1 cos sinc s s c s c sH r r r rρ ρ ϕ ϕ ρ ϕ ϕ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + + − − + +⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

. 
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Если длительность сигнала априори известна τ* = τ0, то выражения (27) и (28) принимают вид 

0 0 0( | , , ) 0mb a a ϕ τ = , (29) 
* *

2 2 0 0
0 0 0 0 *2 *2

1 cos(2 ) sin(2 )( | , , )
1

c s
m

c s
D a a a ρ ϕ ρ ϕ

ϕ τ ε
ρ ρ

− −
=

− −
, (30) 

что совпадает со смещением и дисперсией МП оценки am амплитуды при априори известной длительно-
сти, найденными в [9]. 

Для узкополосного радиосигнала выражения для смещения (27) и дисперсии (28) упрощаются: 

( )0 0 0, , 0,b a a ϕ τ =  ( )
2
0 0

0 0 0 2 *
0

, , a QD a a
z Q

ϕ τ = , 

и совпадают с аналогичными выражениями, найденными в [8]. 
В качестве примера рассмотрим оценку амплитуды сверхширокополосного квазирадиосигнала, 

форма модулирующей функции которого определяется выражением 

( )2( ) exp /f t t Tλ= − , (31) 

где λ характеризует скорость убывания модулирующей функции. Подставляя (31) в (8), находим 

( ) ( )2

0 2

1 exp 2 /
2

T
Q

N T
λτ

τ
λ

− −
= , (32) 

( ) ( )

2

2
2

2

cth 1
2 1exp cos(2 ) sin(2 )

2 1
c

d
T

T dd

τλ
λτρ τ ωτ ωτ

⎛ ⎞
−⎜ ⎟ ⎡ ⎤⎛ ⎞⎝ ⎠= − +⎢ ⎥⎜ ⎟

⎢ ⎥+ ⎝ ⎠⎣ ⎦
, (33) 

( ) ( )
2

2
2

1 cth
2cos(2 ) exp sin(2 )

2 1
s

d
T

d
Td

τλ
λτρ τ ωτ ωτ

⎛ ⎞
−⎜ ⎟ ⎡ ⎤⎛ ⎞⎝ ⎠= − +⎢ ⎥⎜ ⎟

⎢ ⎥+ ⎝ ⎠⎣ ⎦
. (34) 

Подставив в выражения (31)−(34) τ = τ*, получим 

( ) *
*

0

1 exp 2
2

d
Q

dN
χ τ

χ
⎡ ⎤− −⎣ ⎦= ,                                                               (35) 

( )
( ) ( )

2
*

2

cth( ) 1 1exp 2 cos(2 ) sin(2 )
2 1

c
d d

d
dd

χ
ρ χ χ χ

− ⎡ ⎤= − +⎢ ⎥⎣ ⎦+
,             (36) 

[ ]
( ) ( )*

2

1 cth( )
cos(2 ) exp 2 sin(2 )

2 1
s

d d
d d

d
χ

ρ χ χ χ
−

⎡ ⎤= − +⎣ ⎦+
,                 (37) 

где 2χ πκ= Δ ; ( 1)
4

d λ δ
πδκ
+

= ; 2 1T Tδ = .  

Величина 0

2
ωτ

κ
π

=  характеризует степень узкополосности 

сверхширокополосного квазирадиосигнала и равна числу периодов 
гармонического колебания (1), укладывающихся на длительности 
сигнала τ0, а величина ∆ = τ*/τ0 характеризует отличие длительности 
ожидаемого и принимаемого сигналов. В частности, при ∆ = 1 КП 
оценка амплитуды совпадает с МП-оценкой, исследованной в [9]. На 
рис. 2 изображены графики зависимости условного рассеяния (38), 

 

Рис. 2. Графики зависимости от 
СШП условного рассеяния КП-оцен-
ки амплитуды при различных значе-
ниях растройки ∆: ∆ = 1 (сплошная 
кривая, расстройка отсутствует);  
∆ = 1/2 (штриховая кривая, ожидае-
мая длительность меньше истинного 
значения); ∆ = 2 (штрих-пунктирная, 
ожидаемая длительность больше ис-
тинного значения); при расчете кри-
вых предполагалось φ0 = 0, λ = 1, 
δ = 2, κ = 0,5 
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нормированного на 2
0a , от ОСШ при 

различных расстройках длительности 
ожидаемого сигнала ∆. 

2 2
0 0
2
0

2a a a aV
a

− +
=                 (38) 

Проигрыш в эффективности оцен-
ки вследствие незнания длительности 
сверхширокополосного квазирадиосиг-
нала можно охарактеризовать отноше-
нием рассеяний оценки амплитуды при 
наличии и при отсутствии расстройки 
длительности 

( ) ( )0 0, , 1V V z V zχ = Δ Δ = ,         (39) 

а также величиной нормированного 
смещения 

( ) ( )0 0, ,b b z V zχ = Δ Δ , (40) 

где под ( )0 ,b z Δ  и ( )0 ,V z Δ  понимаются (27) и (38) соответственно. 
На рис. 3 приведены соответственно зависимости проигрыша (39) в точности КП-оценки амплиту-

ды и нормированного смещения (40) от величины расстройки длительности ожидаемого сигнала ∆ при 
различных ОСШ: z0 = 4 (сплошная кривая), z0 = 6 (штриховая кривая), z0 = 8 (штрих-пунктирная кривая). 
Как видно из рис. 3, априорное незнание длительности сигнала может привести к существенному сни-
жению точности оценки амплитуды. При малых ОСШ и ∆ > 1 КП-оценка обладает меньшим рассеянием, 
чем при отсутствии расстройки и при ∆ < 1. При ∆ > 1 КП-оценка амплитуды является несостоятельной, 
ее смещение не стремится к нулю с ростом ОСШ. 

Максимально правдоподобная оценка амплитуды 

 С целью улучшения точности оценки амплитуды можно применить МП-алгоритм, основанный на поис-
ке положения абсолютного максимума логарифма ФОП: 

( )argsupm
a

a L a= , ( ) ( ) ( )
,

sup , , sup ,L a L a L a
τ ϕ τ

τ ϕ τ= = , ( ) ( ), sup , ,L a L a
ϕ

τ τ ϕ= , 

в котором вместо неизвестных длительности и начальной фазы в выражении (4) используются их оценки 
максимального правдоподобия am и φm. Это равносильно максимизации логарифма ФОП (4) по неиз-
вестным параметрам. Выполняя аналитически максимизацию логарифма ФОП (4) по переменным a и φ, 
получаем 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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2 22 2 2 2

2 2

1 1 4

1
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− −
, (41) 

( )argsupm L
τ

τ τ= , ρcm = ρc(τm), ρsm = ρs(τm), Q = Q(τm), (42) 
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. (43) 

Для узкополосного радиосигнала выражение (43) существенно упрощается и принимает вид [1] 
( ) ( )

( )

2 2

узк ( )
2m

X Y
L

Q
τ τ

τ
τ
+

= . 

    
                                 а)                                                             б) 

Рис. 3. Графики зависимости от расстройки проигрыша в эффективности 
КП-оценки амплитуды (а) и нормированного смещения КП-оценки ам-
плитуды (б) для различных значений ОСШ: z0 = 4 (сплошная кривая); 
z0 = 6 (штриховая кривая); z0 = 8 (штрих-пунктирная кривая) 
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Выражения (41)−(43) определяют 
структуру приемного устройства. Прием-
ник должен формировать СП (43) для 
всех возможных значений длительности 
и находить МП-оценку длительности как 
положение его максимума. Подставив 
найденную оценку длительности в выра-
жение (41), получаем искомую 
МП-оценку амплитуды. На рис. 4 изо-
бражена схема МП-измерителя амплиту-
ды сверхширокополосного квазирадио-
сигнала. 

Для анализа МП-алгоритма оценки 
амплитуды рассмотрим логарифм ФОП 
(4). Он представляет собой случайное по-
ле, дифференцируемое по переменным a 
и φ и недифференцируемое по перемен-
ной τ. Следовательно, амплитуда и на-
чальная фаза являются регулярными па-
раметрами сигнала (1), а длительность – 

разрывным параметром [2]. Таким образом, условия регулярности частично нарушаются. В работе [12] 
показано, что асимптотически (с ростом ОСШ) точность совместных МП-оценок регулярных парамет-
ров (амплитуды и начальной фазы) не зависит от наличия неизвестного разрывного параметра (длитель-
ности). Это означает, что смещение и дисперсия МП-оценки амплитуды (41) при больших ОСШ асим-
птотически совпадают со смещением и рассеянием (29), (30) оценки амплитуды сигнала с априори из-
вестной длительностью [9]. Таким образом, зависимости, приведенные на рис. 2 и 3, можно интерпрети-
ровать как функции, характеризующие выигрыш в точности МП-оценки (41) по сравнению с точностью 
КП-оценки (9). 

 Полученные результаты позволяют оценить влияние априорного незнания длительности сверхши-
рокополосного квазирадиосигнала на точность оценки его амплитуды. Найдены выражения для 
проигрыша в точности оценки амплитуды. Несовпадение ожидаемого значения длительности с его 
истинным значением может привести к несостоятельности КП-оценки амплитуды и к увеличению 
рассеяния оценки в несколько раз. Статистические характеристики более сложной МП-оценки ам-
плитуды, при больших отношениях сигнал/шум, асимптотически совпадают со смещением и рас-
сеянием МП оценки амплитуды сверхширокополосного квазирадиосигнала с априори известной 
длительностью. Полученные результаты позволяют сделать обоснованный выбор алгоритма оценки 
амплитуды в зависимости от имеющейся априорной информации, а также в зависимости от требо-
ваний, предъявляемых к точности оценки и к степени простоты технической реализации алгоритма 
оценки. 

Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда (проект №14-49-00079). 
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The article contains quasi-likelihood and maximum-likelihood amplitude estimation algorithm of ultra-wideband quasi radio signal with 
unknown duration and initial phase. Under the ultra-wideband quasi radio signal is understood the signal, the structure of which is 
similar to narrowband radio signal without performed relatively narrow bandwidth condition. Proposed flowchart devices generating 
amplitude estimate. The comparison of the complexity of the technical or software implementation of the synthesized algorithms is 
performed. It is shown that the maximum likelihood estimation algorithm is more complex than quasi-likelihood algorithm. 
The analysis of the synthesized algorithms is fulfilled, the accuracy of amplitude estimates characteristics is found. It is shown that 
the duration of the signal ignorance may lead to a significant reduction in the accuracy of quasi-likelihood estimation. The accuracy of 
maximum-likelihood amplitude estimates asymptotically with increasing signal/noise ratio is close to the accuracy of amplitude esti-
mates with unknown duration. 
The obtained results of synthesis and analysis of estimation algorithms of the amplitude with unknown quasi radio signal duration al-
low us to make reasonable choice of necessary estimation algorithm based on the available a priori information about the duration of 
the signal, as well as the requirements for ease of implementation of the algorithm and the requirements for the accuracy of the es-
timate. 
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