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Àííîòàöèÿ. Âûïîëíåíû ñèíòåç è àíàëèç êâàçèïðàâäîïîäîáíîãî è ìàêñèìàëüíî ïðàâäîïîäîáíîãî àëãî-
ðèòìîâ îöåíêè äëèòåëüíîñòè. Íàéäåíû ïîòåðè â òî÷íîñòè êâàçèïðàâäîïîäîáíîé îöåíêè âñëåäñòâèå àïðè-
îðíîãî íåçíàíèÿ èíòåíñèâíîñòè èìïóëüñà. Óñòàíîâëåíî, ÷òî òî÷íîñòü îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäî-
áèÿ äëèòåëüíîñòè àñèìïòîòè÷åñêè èíâàðèàíòíà ê íàëè÷èþ àïðèîðíîé èíôîðìàöèè îá èíòåíñèâíîñòè èì-
ïóëüñà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êâàçèïðàâäîïîäîáèÿ îöåíêà; îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ; ðàññåÿíèÿ îöåíîê;
àïðèîðíàÿ ïàðàìåòðè÷åñêàÿ íåîïðåäåëåííîñòü

Ìîäåëü îïòè÷åñêîãî èìïóëüñà ñ ïðÿìî-
óãîëüíûì ïðîôèëåì èíòåíñèâíîñòè èñïîëüçó-
åòñÿ âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ îïòè÷åñêîé ñâÿçè
è ëîêàöèè [1–6]. Ðàññìîòðèì îöåíêó íåèçâåñò-
íîé äëèòåëüíîñòè îïòè÷åñêîãî èìïóëüñà ñ ïðÿ-
ìîóãîëüíûì ïðîôèëåì èíòåíñèâíîñòè íà ôîíå
øóìà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà èíòåðâàëå âðåìå-
íè [0, T] íàáëþäàåòñÿ ðåàëèçàöèÿ ïóàññîíîâ-
ñêîãî ïðîöåññà �( )t ñ èíòåíñèâíîñòüþ
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ãäå� — àïðèîðè èçâåñòíàÿ èíòåíñèâíîñòü îï-
òè÷åñêîãî ôîíà, �0 — íåèçâåñòíàÿ èíòåíñèâ-
íîñòü èìïóëüñà, � 0 — íåèçâåñòíàÿ äëèòåëü-
íîñòü èìïóëüñà, êîòîðàÿ ìîæåò ïðèíèìàòü çíà-

÷åíèÿ èç èíòåðâàëà [T T1 2, ], ïðè÷åì 0 <T1 <T2 <
T.

Åñëè èçâåñòíà èíòåíñèâíîñòü �0 , òî äëÿ
îöåíêè äëèòåëüíîñòè èìïóëüñà � 0 âîçìîæíî
èñïîëüçîâàòü ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïî-
äîáèÿ [7]. Ñîãëàñíî ýòîìó ìåòîäó, îöåíêà äëè-
òåëüíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîëîæåíèå íàè-
áîëüøåãî ìàêñèìóìà ëîãàðèôìà ôóíêöèîíàëà
îòíîøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ (ÔÎÏ).

Âûðàæåíèå äëÿ ëîãàðèôìà ÔÎÏ [8] èìååò
âèä

L0 0 01( ) ln( / )� � � � � ��� � � , (2)

ãäå � ��
�

� � d ( )t
0

. Ñîîòâåòñòâåííî, îöåíêà ìàê-

ñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ (ÎÌÏ) îïðåäåëÿ-
åòñÿ êàê:

� � �m L T T� �argsup 0 1 2( ), [ , ] . (3)
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Îäíàêî, ïðè íåèçâåñòíûõ êàê äëèòåëüíî-
ñòè � 0 , òàê è èíòåíñèâíîñòè èìïóëüñà �0 ëîãà-
ðèôì ÔÎÏ çàâèñèò îò äâóõ íåèçâåñòíûõ ïàðà-
ìåòðîâ

L( , ) ln( / )� � � � � ���� � �1 . (4)

Ïðè ïîäñòàíîâêå â ýòî âûðàæåíèå âìåñòî
íåèçâåñòíîé èíòåíñèâíîñòè èìïóëüñà � íåêî-
òîðûõ åå çíà÷åíèé ïîëó÷àåì ðÿä àëãîðèòìîâ
îöåíêè äëèòåëüíîñòè îïòè÷åñêîãî èìïóëüñà
(âîçìîæíî íåîïòèìàëüíûõ). Ïîäñòàâëÿåìûå
çíà÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè èìïóëüñà ìîãóò áûòü
ôèêñèðîâàííûìè èëè îïðåäåëÿþòñÿ ïî ðåàëè-
çàöèè íàáëþäàåìûõ äàííûõ. Ïîëó÷àåìûå â ðå-
çóëüòàòå àëãîðèòìû îöåíêè îòëè÷àþòñÿ ñâîåé
ýôôåêòèâíîñòüþ è ñòåïåíüþ ïðîñòîòû àïïàðà-
òóðíîé èëè ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè.

Îäíèì èç ñïîñîáîâ ïðåîäîëåíèÿ àïðèîð-
íîé ïàðàìåòðè÷åñêîé íåîïðåäåëåííîñòè îòíî-
ñèòåëüíî èíòåíñèâíîñòè èìïóëüñà ÿâëÿåòñÿ
ïðèìåíåíèå êâàçèïðàâäîïîäîáíîé îöåíêè
(ÊÏÎ) [9]. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÊÏÎ íåîáõîäèìî çà-
ìåíèòü çíà÷åíèå íåèçâåñòíîãî íåèíôîðìàòèâ-
íîãî ïàðàìåòðà íà íåêîòîðóþ ïðåäïîëàãàåìóþ
âåëè÷èíó.

Ïîñêîëüêó àïðèîðè èíòåíñèâíîñòü �0 íå-
èçâåñòíà, èñïîëüçóåì â (2) âìåñòî �0 åãî ïðåä-

ïîëàãàåìîå çíà÷åíèå �* . Òîãäà, âìåñòî ëîãà-

ðèôìà ÔÎÏ (2) ôîðìèðóåòñÿ ðåøàþùàÿ ñòàòè-
ñòèêà

L
* ( ) ln( / )� � � � � ��� � �1 * * . (5)

Îöåíêà, îïðåäåëÿåìàÿ ïî ïîëîæåíèþ íàè-
áîëüøåãî ìàêñèìóìà ðåøàþùåé ñòàòèñòèêè
(5) ÿâëÿåòñÿ ÊÏÎ [9]:

� � �* * ( ), [ , ]� �argsupL T T1 2 . (6)

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè � �* � 0 ÊÏÎ (6) ñîâïà-

äàåò ñ ÎÌÏ (3).
Êâàçèïðàâäîïîäîáíóþ îöåíêó äëèòåëüíî-

ñòè âîçìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ óñòðîéñò-
âà, áëîê-ñõåìà êîòîðîãî ïîêàçàíà íà ðèñ. 1. Ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü êîðîòêèõ èìïóëüñîâ �� ( )t
ïîñòóïàåò íà èçìåðèòåëü, íà âõîäå êîòîðîãî
ðàñïîëîæåí êëþ÷ Ê, îòêðûâàþùèéñÿ íà âðåìÿ
àíàëèçà [ , ]0 T . Ñèãíàë ñ âûõîäà êëþ÷à ïîñòóïà-
åò íà âõîä èíòåãðàòîðà È, ãäå èíòåãðèðóåòñÿ â
èíòåðâàëå îò 0 äî t� [0, T ]. Ñèãíàë ñ âûõîäà èí-
òåãðàòîðà ïîñòóïàåò íà âõîä ïåðåìíîæèòåëÿ,
íà âòîðîé âõîä êîòîðîãî ïîäàåòñÿ âåëè÷èíà,

ïðîïîðöèîíàëüíàÿ ln( / )1�� �* . Ñèãíàë ñ ãåíå-

ðàòîðà ëèíåéíî èçìåíÿþùåãîñÿ íàïðÿæåíèÿ
(ÃËÈÍ), ïðîïîðöèîíàëüíûé t, ïîñòóïàåò íà ïå-
ðåìíîæèòåëü, íà âòîðîé âõîä êîòîðîãî ïîäàåò-
ñÿ ïðåäïîëàãàåìîå çíà÷åíèå èíòåíñèâíîñòè
ñèãíàëà. Äàëåå ñèãíàëû ñ ïåðåìíîæèòåëåé ïî-
ñòóïàþò íà âû÷èòàþùåå óñòðîéñòâî. Â ðåçóëü-
òàòå, íà âûõîäå âû÷èòàþùåãî óñòðîéñòâà ôîð-

ìèðóåòñÿ ðåøàþùàÿ ñòàòèñòèêà L t
* ( ) (5) êàê

ôóíêöèÿ òåêóùåãî âðåìåíè, êîòîðàÿ ïîäàåòñÿ
íà ýêñòðåìàòîð Ý.Îí îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå
íàèáîëüøåãî ìàêñèìóìà ðåøàþùåé ñòàòèñòè-

êè ïðè t T T� [ , ]1 2 , ò.å. ìîìåíò âðåìåíè �t �� *

(6) ïðè êîòîðîì ðåøàþùàÿ ñòàòèñòèêà ìàêñè-
ìàëüíà.

Íàéäåì õàðàêòåðèñòèêè ÊÏÎ (6). Äëÿ ýòî-
ãî ïðåäñòàâèì (5) â âèäå ñóììû [7] ñèãíàëüíîé
(ðåãóëÿðíîé) è øóìîâîé (ïîìåõîâîé) ñîñòàâ-
ëÿþùèõ

L S N( ) ( ) ( )� � �� � ,

ãäå S L N L L( ) ( ) , ( ) ( ) ( )� � � � �� � � � � � �.
Âûïîëíÿÿ óñðåäíåíèå ïî ðåàëèçàöèÿì íà-

áëþäàåìîãî ïðîöåññà �( )t äëÿ ñèãíàëüíîé
ôóíêöèè ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

S ( ) min( , ) ln( / )� � � � � �� � �0 0 1 *
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� � �( ln( / ))� � � � �* *1 . (7)

Àíàëîãè÷íî äëÿ øóìîâîé ôóíêöèè èìååì

� �N( ) min( , ) ( / )� � � � � �� � ��� � � �0 0 1ln * .

(8)

Ðàññìîòðèì îñíîâíûå ñâîéñòâà ñèãíàëü-
íîé ôóíêöèè (7). Äëÿ ýòîãî íàéäåì ïðîèçâîä-
íûå (7) ïî � ñïðàâà è ñëåâà îò èñòèííîãî çíà÷å-
íèÿ äëèòåëüíîñòè � 0 . Ïîëó÷àåì, ÷òî ñèãíàëü-
íàÿ ôóíêöèÿ äîñòèãàåò ìàêñèìóìà â òî÷êå � 0 ,
åñëè

a
S

1
00

� �
�

d

d

( )�
� �

� �� � � � 
� ( ) ln( )1 1 0q kq kq , (9)
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. (10)

Çäåñü

q �� �0 / (11)

— îòíîøåíèå ñèãíàë–ôîí, à k �� �* / 0 õàðàê-

òåðèçóåò îòëè÷èå ïðåäïîëàãàåìîé èíòåíñèâ-
íîñòè èìïóëüñà, èñïîëüçóåìîé äëÿ ñèíòåçà
ÊÏÎ (6), îò èñòèííîãî çíà÷åíèÿ èíòåíñèâíî-
ñòè ïðèíèìàåìîãî èìïóëüñà (1).

Íàéäåì óñëîâèå ñîñòîÿòåëüíîñòè îöåíêè
(6). Äëÿ òîãî ÷òîáû îöåíêà áûëà ñîñòîÿòåëüíà,

íåîáõîäèìî ÷òîáû ñèãíàëüíàÿ ôóíêöèÿ (7)
äîñòèãàëà ìàêñèìóìà â òî÷êå � 0 [7], ò.å. âû-
ïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà (9), (10). Àíàëèç ýòèõ
íåðàâåíñòâ ïîêàçûâàåò, ÷òî îíè âûïîëíÿþòñÿ,
åñëè äëÿ íåêîòîðîãî q èìååì

0 � �k k qmax ( ). (12)

Çàâèñèìîñòü k qmax ( ) ïîêàçàíà íà ðèñ. 2.
Âèäíî, ÷òî èíòåðâàë äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé âå-
ëè÷èíû k (12) âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì îòíî-
øåíèÿ ñèãíàë–ôîí q (11). Íàïðèìåð ïðè q �10,
kmax � 4,2.

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ øóìîâîé ôóíê-
öèè (8), íàéäåì êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ øó-
ìîâîé ôóíêöèè

K N N( , ) ( ) ( )� � � �1 2 1 2� � � �

� � � � � � � � � � �[( )( )] ( / )*� � � � � �� � � �1 1 2 2

2 1ln

� � �( min( , , ) min( , ))� � � � � � �0 0 1 2 1 2

� � �ln *2 1( / )� � (13)

� � �� � � � � �( min( , , ) min( , )) ( )q kq0 1 2 1 2
2 1ln .

Èç âûðàæåíèÿ äëÿ êîððåëÿöèîííîé ôóíê-
öèè (13) ïîëó÷àåì çíà÷åíèå äèñïåðñèè ðåøàþ-
ùåé ñòàòèñòèêè (5)

� � � �2 ( ) ( , )� �K

� � � �( min( , ) ) ( / )� � � �� � �0 0
2 1ln *

� �� � � �( ) ( / )ln *2 1 , (14)

ãäå

� � � � � � ���( ) min( , )� � � � �0 0 (15)

— ñðåäíåå ÷èñëî òî÷åê íàáëþäàåìîãî ïóàññî-
íîâñêîãî ïðîöåññà íà èíòåðâàëå [0, � ].

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îòíîøåíèå ñèã-
íàë–øóì (ÎÑØ) íà âûõîäå óñòðîéñòâà îáðà-
áîòêè [7]:
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(16)

ãäå� � �s � 0 0 — ñðåäíåå ÷èñëî ñèãíàëüíûõ òî-
÷åê íà èíòåðâàëå äëèòåëüíîñòè èìïóëüñà.

Â äàëüíåéøåì ÎÑØ (16) ïðåäïîëàãàåòñÿ
äîñòàòî÷íî áîëüøèì, òàê ÷òî îöåíêà îáëàäàåò
âûñîêîé àïîñòåðèîðíîé òî÷íîñòüþ [7]. Îòìå-
òèì, ÷òî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ îòíîøåíèÿ ñèã-
íàë–ôîí (11) (q� 0) âûðàæåíèå äëÿ ÎÑØ (16)

ïðèíèìàåò âèä z q ks
2 21 2� �� ( / ) , ò.å. ñóùåñò-

âåííî çàâèñèò îò ïàðàìåòðà k. Åñëè æå îòíîøå-
íèå ñèãíàë–ôîí âåëèêî (q� �), òî ÎÑØ ñòðå-
ìèòñÿ ê ñâîåìó ïðåäåëüíîìó çíà÷åíèþ

z s
2 �� . (17)

Ñëåäîâàòåëüíî, äàæå ïðè îòñóòñòâèè
ôîíà, ÎÑØ èìååò íå áåñêîíå÷íîå çíà÷åíèå,
÷òî îáúÿñíÿåòñÿ ñëó÷àéíûì õàðàêòåðîì îïòè-
÷åñêîãî èìïóëüñà. Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî (17)
ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ÎÑØ íå çàâèñèò îò áîëü-
øîãî çíà÷åíèÿ îòíîøåíèÿ ñèãíàë–ôîí q è îò
ïàðàìåòðà k. Ïðè ýòîì çíà÷åíèå k äîëæíî îáåñ-
ïå÷èâàòü âûïîëíåíèå óñëîâèé (9), (10).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ õàðàêòåðèñòèê ÊÏÎ (6)
èññëåäóåì ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåøàþ-
ùåé ñòàòèñòèêè (5). Äëÿ ýòîãî ïîëó÷èì âûðà-
æåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ àñèììåòðèè è ýêñ-
öåññà ðåøàþùåé ñòàòèñòèêè.

Êîýôôèöèåíò àñèììåòðèè ïî îïðåäåëå-
íèþ èìååò âèä [10]:

� � �1 3
3� / , (18)

ãäå

� � � � �3
3 3 1� � � � � � � �( ) ( ) ( / )L L ln * . (19)

Ïîäñòàâëÿÿ (14), (19) â (18), ïîëó÷èì âû-
ðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà àñèììåòðèè:

� � �1 1� / ( ). (20)

Êîýôôèöèåíò ýêñöåññà ïî îïðåäåëåíèþ
èìååò âèä [10]:

� � �2 4
4 3� �/ , (21)

ãäå

� � � � � � �4
4 2 43 1� � � � � � � � �( ) ( ( ) ( )) ( / )L L ln * .

(22)

Ïîäñòàâëÿÿ (14), (22) â (21), ïîëó÷èì âûðà-
æåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà ýêñöåññà

� � �2 1� / ( ). (23)

Ðåøàþùóþ ñòàòèñòèêó âîçìîæíî ñ÷èòàòü
àñèìïòîòè÷åñêè ãàóññîâñêîé, åñëè �1, � 2 âåñü-
ìà ìàëû. Ïðè âûñîêîé àïîñòåðèîðíîé òî÷íî-
ñòè õàðàêòåðèñòèêè ÊÏÎ (6) îïðåäåëÿþòñÿ ïî-
âåäåíèåì ðåøàþùåé ñòàòèñòèêè â îêðåñòíîñòè
� 0 . Ïîýòîìó ñóäèòü î ãàóññîâñêîì õàðàêòåðå
ðåøàþùåé ñòàòèñòèêè âîçìîæíî ïî âåëè÷èíå

� � � � � �0 0 0 0� � �( ) ( ) . (24)

Åñëè�0 1

 , òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè� 0 ðåøàþ-
ùàÿ ñòàòèñòèêà ïðèáëèæåííî ãàóññîâñêàÿ.

Óñòàíîâèì ìàðêîâñêèå ñâîéñòâà ðåøàþ-
ùåé ñòàòèñòèêè (5). Ãàóññîâñêèé ïðîöåññ ÿâëÿ-
åòñÿ ìàðêîâñêèì [11] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà åãî êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè R( , )� �1 3

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

R R R( , ) ( , ) ( , )� � � � � �1 3 1 2 2 3� , (25)

ãäå � � �1 2 3	 	 .
Ïî îïðåäåëåíèþ êîýôôèöèåíò êîððåëÿ-

öèè èìååò âèä

R K( , ) ( , ) / ( ) ( )� � � � � � � �1 3 1 3 1 3� , (26)

òàê ÷òî ñîãëàñíî (13), (14) ïðè � �2 1


R( , ) ( ) / ( )� � � � � �1 2 1 2� . (27)

Ïîäñòàâëÿÿ (27) â (25) íàõîäèì, ÷òî óñëî-
âèå (25) âûïîëíÿåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøàþ-
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ùóþ ñòàòèñòèêó (5) ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ�0

âîçìîæíî ñ÷èòàòü àñèìïòîòè÷åñêèì ãàóññîâ-
ñêèì ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì.

Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíî, ÷òî ðåøàþ-
ùàÿ ñòàòèñòèêà (5) ïðè áîëüøèõ �0 ìîæåò
áûòü àïïðîêñèìèðîâàíà ãàóññîâñêèì ìàðêîâ-
ñêèì ïðîöåññîì. Ñëåäîâàòåëüíî, õàðàêòåðè-
ñòèêè îöåíêè, ò.å. õàðàêòåðèñòèêè ïîëîæåíèÿ
íàèáîëüøåãî ìàêñèìóìà ýòîãî ãàóññîâñêîãî
ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà âîçìîæíî íàéòè èñ-
ïîëüçóÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà–Ïëàí-
êà–Êîëìîãîðîâà [12]. Äëÿ ýòîãî íàéäåì êîýô-
ôèöèåíòû ñíîñà è äèôôóçèè ðåøàþùåé ñòàòè-
ñòèêè (5), êîòîðûå äëÿ ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà
èìåþò âèä [6]:

À
S L S K

� �
� �

�� � � �

d

d

( ) [ ( )]

( )

( , )�

�
�

� �

� �

�� � � �

1

1 0
2

1

1 01 1

,

B
K

� �
�

�
� � � �

d

d

� �

�

� �

�
� � � �

2
1

1 0

1

1 01 1

2
( ) ( , )

. (28)

Ïîäñòàâëÿÿ (5), (7), (13), (14) â (28) è âû-
ïîëíÿÿ äèôôåðåíöèðîâàíèå, ïîëó÷àåì âûðà-
æåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ñíîñà è äèôôóçèè:

A
a

a
�

	

� 

�
�


1 0

2 0

, ,

, ,

� �

� �
(29)

B
q kq b

kq b
�

� � � 	

� � 


�
�


� � �

� � �

( ) ln ( ) , ,

ln ( ) , ,

1 1

1

2
1 0

2
2 0

(30)

Â [6] â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
Ôîêêåðà–Ïëàíêà–Êîëìîãîðîâà íàéäåíû çíà-
÷åíèÿ ñìåùåíèÿ è ðàññåÿíèÿ îöåíêè â îáùåì
âèäå:

b
z R R z R

z z R
� � � � �

� � �

�
� �*

0
1
2

2
2

1
2

2
2 2

2 2 1

1
 

( ) ( )

( )
, (31)

V � � � � �( )� �*
0

2 (32)

�
� � � � �

�
2

2 6 5 5 6 2

1

2 1
4 2

2
4 2

1
4

2
4 3

 
z R R R z R R

z z R

( ) ( )

( )
,

ãäå  � �T T2 1, z a b1
2

1
2

12�  ! , z a b2
2

2
2

22�  ! ,

R a b a b� 1 2 2 1/ .
Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ (29), (30) íàõîäèì,

÷òî âûðàæåíèÿ äëÿ ñìåùåíèÿ (31) è ðàññåÿíèÿ
(32) îöåíêè ïðèíèìàþò âèä

b k
kq

R

R R R
( )

( )

( )

( )
�

�

�

�
�

�"

#
$

%

&
'

ln 2

2
2
2

1
2

1

2 1

2 2 1

� ( (
, (33)

V k
kq

R
( )

( )

( )
�

�

�
�

ln 4

2 3

1

2 1�

�
� �

�
� �"

#
$

%

&
'

R R R R R( )2 6 5 5 6 22

2
4

2

1
4( (

, (34)

ãäå

R
q kq kq

q kq kq
�

� � �
� � �

( ) ln( )

( )( ln( ))

1 1

1 1
,

(1
1 1

1
�

� � �

�

( ) ln( )q kq kq

q
,

(2 1� � �kq kqln( ).

Âûðàæåíèÿ (33), (34) ïîëó÷åíû â [12] â
ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îöåíêà ñîñòîÿòåëüíà, ò.å.
ñ ðîñòîì åå òî÷íîñòè îíà ñõîäèòñÿ ê èñòèííî-
ìó çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà. Ýòî èìååò ìåñòî ïðè
âûïîëíåíèè (9), (10).

Ðàññìîòðèì ñìåùåíèå è ðàññåÿíèå îöåíêè

ïðè� �* � 0 , êîãäà ÊÏÎ ïåðåõîäèò â ÎÌÏ. Ïî-

ëàãàÿ â (33) è (34) k �1 ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ
äëÿ ñìåùåíèÿ è ðàññåÿíèÿ ÎÌÏ (3) äëèòåëüíî-
ñòè èìïóëüñà ñ àïðèîðè èçâåñòíîé âûñîòîé
ïðÿìîóãîëüíîãî ïðîôèëÿ èíòåíñèâíîñòè (1):

b b k0 1� �( ), (35)

V V k0 1� �( ). (36)

Îöåíêà äëèòåëüíîñòè îïòè÷åñêîãî èìïóëüñà ñ ïðÿìîóãîëüíûì ïðîôèëåì èíòåíñèâíîñòè íåèçâåñòíîé

âûñîòû
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Äëÿ òîãî ÷òîáû îõàðàêòåðèçîâàòü âëèÿíèå
îòêëîíåíèÿ ïðåäïîëàãàåìîãî çíà÷åíèÿ èíòåí-
ñèâíîñòè èìïóëüñà îò èñòèííîãî íà òî÷íîñòü
ÊÏÎ ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îòíîøåíèå ðàñ-
ñåÿíèé ÊÏÎ è ÎÌÏ:

r V k Vk( ) ( ) /) � 0 , (37)

ãäå V k( ) îïðåäåëÿåòñÿ èç (34), V0 èç (36), à

) � � �k k� � � �( ) /*
0 0 1 — îòíîñèòåëüíîå îò-

êëîíåíèå ïðåäïîëàãàåìîãî çíà÷åíèÿ èíòåí-
ñèâíîñòè èìïóëüñà îò èñòèííîãî. Íà ðèñ. 3
ïðèâåäåíî îòíîøåíèå (37). Øòðèõîâîé ëèíèåé
íàíåñåíà çàâèñèìîñòü (37) ïðè q � 0,1, ñïëîø-
íîé ïðè q �1, ïóíêòèðíîé ïðè q = 3 è øòðèõ-
ïóíêòèðíîé ïðè q �10.

Èç êðèâûõ ðèñ. 3 ñëåäóåò, ÷òî àïðèîðíîå
íåçíàíèå èíòåíñèâíîñòè ñèãíàëà ìîæåò ïðè-
âåñòè ê ñóùåñòâåííîìó ñíèæåíèþ òî÷íîñòè
ÊÏÎ ïî ñðàâíåíèþ ñ òî÷íîñòüþ ÎÌÏ. Ïðè
ýòîì ñ ðîñòîì îòíîøåíèÿ ñèãíàë–ôîí q âëèÿ-
íèå àïðèîðíîãî íåçíàíèÿ èíòåíñèâíîñòè èì-
ïóëüñà íà òî÷íîñòü ÊÏÎ íåñêîëüêî ñíèæàåòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíî, ÷òî àïðèîð-
íîå íåçíàíèå èíòåíñèâíîñòè èìïóëüñà�ìîæåò
ïðèâåñòè ê ñóùåñòâåííîìó ïðîèãðûøó â òî÷-
íîñòè îöåíêè äëèòåëüíîñòè. Óìåíüøèòü ýòîò
ïðîèãðûø âîçìîæíî, åñëè èñïîëüçîâàòü ìåòîä
ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

Ñîãëàñíî ýòîìó ìåòîäó [7] íåèçâåñòíóþ
èíòåíñèâíîñòü èìïóëüñà â (4) íåîáõîäèìî çà-
ìåíèòü íà åå ÎÌÏ ��. Ýòî ðàâíîñèëüíî ìàêñè-

ìèçàöèè ëîãàðèôìà ÔÎÏ (4) ïî èíòåíñèâíî-
ñòè îïòè÷åñêîãî èìïóëüñà.

Ìàêñèìèçàöèþ ëîãàðèôìà ÔÎÏ (4) ïî ïå-
ðåìåííîé � âûïîëíèì àíàëèòè÷åñêè. Äëÿ ýòî-
ãî, ðåøàÿ óðàâíåíèå

[ ( , ) / ]
�

� � �L � � � � 0,

ïîëó÷èì îöåíêó èíòåíñèâíîñòè èìïóëüñà, êî-
òîðàÿ èìååò âèä

�( ) /� � � � ��� � . (38)

Ïîäñòàâëÿÿ (38) â (4), íàõîäèì

� �L L( ) ( , ) ln[ / ]� � � � � �� ��
�

� �� � � �sup 1 . (39)

Ñëåäîâàòåëüíî, ÎÌÏ äëèòåëüíîñòè îïòè-
÷åñêîãî èìïóëüñà ïðè åãî íåèçâåñòíîé èíòåí-
ñèâíîñòè èìååò âèä

� � �m L T T� �argsup ( ), [ , ]1 2 . (40)

Áëîê-ñõåìà èçìåðèòåëÿ, ðåàëèçóþùåãî
ÎÌÏ äëèòåëüíîñòè èìïóëüñà ñ íåèçâåñòíîé
èíòåíñèâíîñòüþ, ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 4. Çäåñü
ln — íåëèíåéíûé ïðåîáðàçîâàòåëü ñ ëîãàðèô-
ìè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêîé y x� ln , e — îñíî-
âàíèå íàòóðàëüíûõ ëîãàðèôìîâ. Îñòàëüíûå
îáîçíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ðèñ. 1.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîðîòêèõ èìïóëüñîâ
�� ( )t ïîñòóïàåò íà èçìåðèòåëü, íà âõîäå êîòî-

ðîãî ðàñïîëîæåí êëþ÷, îòêðûâàþùèéñÿ íà
âðåìÿ àíàëèçà[ , ]0 T . Ñèãíàë ñ âûõîäà êëþ÷à ïî-
ñòóïàåò íà âõîä èíòåãðàòîðà, ãäå èíòåãðèðóåò-
ñÿ â èíòåðâàëå îò 0 äî t� [0, T ]. Äàëåå ñèãíàë ñ
âûõîäà èíòåãðàòîðà ïîñòóïàåò íà âõîä äåëèòå-
ëÿ, íà âòîðîé âõîä êîòîðîãî ñ âûõîäà ïåðåìíî-
æèòåëÿ ïîäàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå âåëè÷èíû, ïðî-
ïîðöèîíàëüíîé �t è îñíîâàíèÿ íàòóðàëüíîãî
ëîãàðèôìà e. Ñèãíàë ñ âûõîäà äåëèòåëÿ ïîäà-
åòñÿ íà âõîä íåëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ.
Ñèãíàë ñ âûõîäà íåëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ
ïîñòóïàåò íà ñóììàòîð, íà âòîðîé âõîä êîòîðî-
ãî ñ âûõîäà ïåðåìíîæèòåëÿ ïîäàåòñÿ âåëè÷è-
íà, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ�t.
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Â ðåçóëüòàòå, íà âûõîäå ñóììàòîðà ïîëó-
÷àåòñÿ ðåøàþùàÿ ñòàòèñòèêà L t( ) (39), êîòîðàÿ
ïîäàåòñÿ íà ýêñòðåìàòîð Ý. Îí îïðåäåëÿåò ïî-
ëîæåíèå íàèáîëüøåãî ìàêñèìóìà ðåøàþùåé
ñòàòèñòèêè ïðè t T T� [ , ]1 2 è ìîìåíò �t m�� (40)
ïðè êîòîðîì ðåøàþùàÿ ñòàòèñòèêà ìàêñè-
ìàëüíà.

Îáîçíà÷èì

L1( ) /� � ���� . (41)

Ïðåäñòàâèì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ
(41) â âèäå ñóììû ðåãóëÿðíîé è øóìîâîé ñî-
ñòàâëÿþùèõ L S N1 1 1( ) ( ) ( )� � �� � . Çäåñü, ðåãó-
ëÿðíàÿ è øóìîâàÿ ñîñòàâëÿþùèå èìåþò âèä

S 1( ) /� � ���� � � , (42)

N1( ) [ ] /� � � ��� �� � � � . (43)

Âûðàçèâ ëîãàðèôì ÔÎÏ (39) ÷åðåç âñïî-
ìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ (41) ïîëó÷àåì

L L L( ) ( )[ln[ ( )] ]� �� � � ��� � � �1 1 1

� � � ��� � �[ ( )[ln[ ( )] ] ]L L1 1 1 1

� � � � � ���� � � � � �[ ( ) ( )][ln[ ( ) ( )] ]S N S N1 1 1 1 1 1

� � ���� � ) � �S S1 11( )[ ( )][ln[ ( )]

� � � �ln[ ( )] ]1 1 1) � �,

ãäå

) � � �( ) ( ) / ( )� N S1 1 . (44)

Ïîäñòàâèâ â (44) âûðàæåíèÿ (42) è (43) ïî-
ëó÷èì ÿâíûé âèä ïðîöåññà (44):

) � � � ��( ) / ( )� �1 (45)

è åãî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå � � �) �( ) 0. Íàé-
äåì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êâàäðàòà ñëó-

÷àéíîãî ïðîöåññà (45): � � �) � � �2 1( ) / ( ). Ñëåäî-

âàòåëüíî, ôóíêöèþ (45) âîçìîæíî ñ÷èòàòü ìà-
ëîé, åñëè � �( ) (15) âåëèêî. Ïðè âûñîêîé àïî-
ñòåðèîðíîé òî÷íîñòè õàðàêòåðèñòèêè ÎÌÏ
(41) îïðåäåëÿþòñÿ ïîâåäåíèåì ëîãàðèôìà
ÔÎÏ (39) â îêðåñòíîñòè � 0 . Ïîýòîìó, åñëè
�0 1

 (24), òî ôóíêöèÿ (45) ÿâëÿåòñÿ ìàëîé.

Ðàçëîæèì ëîãàðèôì ÔÎÏ â ðÿä ïî ñòåïå-
íÿì (45) è óäåðæèì òîëüêî ÷ëåíû ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà ìàëîñòè. Ïîëó÷èì

L S S S( ) [ ( ) ln[ ( )] ( ) ]� �� � � �� � � �1 1 1 1

���) � � �( ) ( ) ln[ ( )]S S1 1 . (46)

Ïðåäñòàâèì äàëåå ëîãàðèôì ÔÎÏ (46) â
âèäå ñóììû ñèãíàëüíîé è øóìîâîé ôóíêöèè
L S N( ) ( ) ( )� � �� �0 0 , ãäå ñèãíàëüíàÿ ôóíêöèÿ

S L S S0 1 1 1 1( ) ( ) ( )[ln[ ( )] ]� � ��� � � �� � � � � � , (47)

à øóìîâàÿ

N S S0 1 1( ) ( ) ( ) ln[ ( )]� ��) � � �� . (48)

Ïîäñòàâèì (42) è (45) â (47), (48) è ïîëó-
÷èì îêîí÷àòåëüíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ñèãíàëü-
íîé è øóìîâîé ôóíêöèé

S 0 1( ) ( )[ln[ ( ) / ] ]� � � � � �� ��� � � , (49)

N 0 ( ) [ ( )]ln[ ( ) / ]� � � � � � ���� � . (50)

Íàéäåì óñëîâèå ñîñòîÿòåëüíîñòè îöåíêè
(40). Äëÿ òîãî ÷òîáû îöåíêà áûëà ñîñòîÿòåëü-
íà, ñèãíàëüíàÿ ôóíêöèÿ (49) äîëæíà äîñòèãàòü
ìàêñèìóìà â òî÷êå � 0 [7]. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäè-
ìî, ÷òîáû
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Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòè óñëîâèÿ âûïîëíÿ-
åòñÿ ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ q 
0.

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ øóìîâîé ôóíê-
öèè (50), íàéäåì åå êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ

K N N0 1 2 0 1 0 2( , ) ( ), ( )� � � �� � � �

�
"

#
$

%

&
'

"

#
$

%

&
' �ln

( )
ln

( )� �

��

� �

��
1

1

2

2

� �� �� � � � � � �0 0 1 2 1 2min( , , ) min( , ) . (51)

Ñîîòâåòñòâåííî, äèñïåðñèÿ ëîãàðèôìà
ÔÎÏ èìååò âèä

� �� � � �N 0
2

0
2 2( ) ( ) ( ) ln ( ) /� � � � � � � �� . (52)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ÎÑØ íà âûõîäå
ïðèåìíèêà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ [7]

z
S

N

q q q

q q

s
0
2 0

2
0

0
2

0

2

2

1 1

1
�
� �

�
� � �

�

( )

( )

[( ) ln( ) ]

( ) ln (

�

�

�

1� q)
, (53)

ãäå � s îïðåäåëåíî â (17). Îòìåòèì, ÷òî ÎÑØ
(16) íà âûõîäå êâàçèïðàâäîïîäîáíîãî èçìåðè-
òåëÿ (ðèñ. 1) ñîâïàäàåò ñ ÎÑØ (53) íà âûõîäå
ìàêñèìàëüíî ïðàâäîïîäîáíîãî èçìåðèòåëÿ
(ðèñ. 4) ïðè k �1.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ õàðàêòåðèñòèê ÎÌÏ (40)
èññëåäóåì ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ëîãàðèô-
ìà ÔÎÏ (46). Ñ ýòîé öåëüþ, ïîëó÷èì âûðàæå-
íèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ àñèììåòðèè è ýêñöåñ-
ñà ëîãàðèôìà ÔÎÏ. Êîýôôèöèåíò àñèììåòðèè
ïî îïðåäåëåíèþ èìååò âèä (18), ãäå òåïåðü

� � � � � ��3
3 3� � � � � � �( ) ( ) ln [ ( ) / ]L L . (54)

Ïîäñòàâëÿÿ (52), (54) â (18) ïîëó÷èì âûðà-
æåíèå (20) äëÿ êîýôôèöèåíòà àñèììåòðèè,

íàéäåííîå ðàíåå. Êîýôôèöèåíò ýêñöåññà ïî
îïðåäåëåíèþ èìååò âèä (21), ãäå òåïåðü

� � � � � � � ��4
4 33� � � � � � � �( ) ( ( ) ( )) ln[ ( ) / ]L L .

(55)

Ïîäñòàâëÿÿ (52), (55) â (21) ïîëó÷èì âûðà-
æåíèå (23) äëÿ êîýôôèöèåíòà ýêñöåññà, íàé-
äåííîå ðàíåå. Ëîãàðèôì ÔÎÏ (46) âîçìîæíî
ñ÷èòàòü ãàóññîâñêèì, åñëè �1, � 2 ìàëû. Ýòî
èìååò ìåñòî, êîãäà â (24) �0 1

 .

Óñòàíîâèì ìàðêîâñêèå ñâîéñòâà ëîãàðèô-
ìà ÔÎÏ (46). Ãàóññîâñêèé ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ
ìàðêîâñêèì [11] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
åãî êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè R( , )� �1 3 óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ (27). Ïî îïðåäåëåíèþ êîýô-
ôèöèåíò êîððåëÿöèè èìååò âèä (26).

Ïîäñòàâèâ â ÷èñëèòåëü (26) êîððåëÿöèîí-
íóþ ôóíêöèþ (51), à â çíàìåíàòåëü ñðåäíå-
êâàäðàòè÷åñêèå îòêëîíåíèÿ èç (52) äëÿ êàæäî-
ãî çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà, ïîëó÷èì êîýôôèöèåí-
òû êîððåëÿöèè, êîòîðûå ñîâïàäàþò ñ (27). Òî-
ãäà óñëîâèå (25) âûïîëíÿåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,
(46) ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ�0 âîçìîæíî ñ÷è-
òàòü àñèìïòîòè÷åñêèì ãàóññîâñêèì ìàðêîâ-
ñêèì ïðîöåññîì.

Òàêèì îáðàçîì óñòàíîâëåíî, ÷òî ëîãàðèôì
ÔÎÏ (46) ïðè áîëüøèõ � �( ) ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé àñèìïòîòè÷åñêè ãàóññîâñêèé ìàðêîâñêèé
ïðîöåññ. Ñëåäîâàòåëüíî, õàðàêòåðèñòèêè
îöåíêè, ò.å. õàðàêòåðèñòèêè ïîëîæåíèÿ íàè-
áîëüøåãî ìàêñèìóìà ýòîãî ãàóññîâñêîãî ìàð-
êîâñêîãî ïðîöåññà, âîçìîæíî íàéòè èñïîëüçóÿ
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà–Ïëàíêà–Êîëìî-
ãîðîâà [12]. Êîýôôèöèåíòû ñíîñà è äèôôóçèè
ëîãàðèôìà ÔÎÏ (46) ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïî (28).

Â óñëîâèÿõ âûñîêîé àïîñòåðèîðíîé òî÷-
íîñòè ÎÌÏ � m äëÿ ðàñ÷åòà õàðàêòåðèñòèê àë-
ãîðèòìà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ íåîá-
õîäèìî îáåñïå÷èòü âûñîêóþ òî÷íîñòü àïïðîê-
ñèìàöèè õàðàêòåðèñòèê ëîãàðèôìà ÔÎÏ â ìà-
ëîé îêðåñòíîñòè èñòèííîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåò-
ðà � 0 . Ïðè ýòîì òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè õà-
ðàêòåðèñòèê âûõîäíîé ñòàòèñòèêè çà ïðåäåëà-
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ìè ýòîé îêðåñòíîñòè íå èãðàåò ñóùåñòâåííîé
ðîëè.

Íà îñíîâå (49), (51) ñ ïîìîùüþ (28) â ìà-
ëîé îêðåñòíîñòè èñòèííîãî çíà÷åíèÿ äëèòåëü-
íîñòè èìïóëüñà � 0 íàéäåíû êîýôôèöèåíòû
ñíîñà è äèôôóçèè ëîãàðèôìà ÔÎÏ (46) ïðè íå-
èçâåñòíîé èíòåíñèâíîñòè èìïóëüñà. Íàéäåí-
íûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ñíîñà è äèôôó-
çèè ñîâïàäàþò ñ (29) è (30) ñîîòâåòñòâåííî ïðè
k �1. Òàêèì îáðàçîì, êîýôôèöèåíòû ñíîñà è
äèôôóçèè ëîãàðèôìà ÔÎÏ àñèìïòîòè÷åñêè
îäèíàêîâû ïðè àïðèîðè èçâåñòíîé èíòåíñèâ-
íîñòè èìïóëüñà è ïðè àïðèîðè íåèçâåñòíîé èí-
òåíñèâíîñòè èìïóëüñà. Ïîýòîìó, âûðàæåíèÿ
äëÿ ñìåùåíèÿ è ðàññåÿíèÿ ÎÌÏ ïðè àïðèîðè
èçâåñòíîé è ïðè àïðèîðè íåèçâåñòíîé âåëè÷è-
íå èíòåíñèâíîñòè èìïóëüñà àñèìïòîòè÷åñêè
ñîâïàäàþò äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ÎÑØ (53)
è îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (35), (36).

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ñäå-
ëàòü îáîñíîâàííûé âûáîð ìåæäó èçìåðèòåëÿ-
ìè (ðèñ. 1, 4) â çàâèñèìîñòè îò èìåþùåéñÿ àï-
ðèîðíîé èíôîðìàöèè, à òàêæå â çàâèñèìîñòè
îò òðåáîâàíèé, ïðåäúÿâëÿåìûõ ê òî÷íîñòè îöå-
íîê è ê ñòåïåíè ïðîñòîòû òåõíè÷åñêîé ðåàëè-
çàöèè èçìåðèòåëÿ. Íàïðèìåð ïðè q � 0,1 è ) k �
0,4 ðàññåÿíèå ÊÏÎ, ïîëó÷àåìîé ñ ïîìîùüþ èç-
ìåðèòåëÿ (ðèñ. 1) â 4 ðàçà áîëüøå, ÷åì ðàññåÿ-
íèå ÎÌÏ, ïîëó÷àåìîé ñ ïîìîùüþ èçìåðèòåëÿ
(ðèñ. 4).
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I N F O R M A T I O N O N T H E A R T I C L E

ESTIMATION OF THE OPTICAL PULSE DURATION WITH RECTANGULAR INTENSITY PROFILE OF
UNKNOWN HEIGHT

Andrey P. Trifonov, trifonov@phys.vsu.ru, Voronezh State University, Russian Federation

Aleksandr A. Milogorodskii, milogorodskii@mail.ru, Voronezh State University, Russian Federation

The quasi-likelihood and maximum likelihood algorithms of duration estimation have been synthesized and analyzed. The
losses in accuracy of quasi-likelihood estimate caused by a priori lack of knowledge of pulse intensity were also found. The
accuracy of the maximum likelihood estimate of duration was found to be asymptotically invariant to the presence of a priori
information about the pulse intensity.

Keywords: quasi-likelihood estimate; maximum likelihood estimate; scattering of estimates; a priori parametric
uncertainty
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