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The quasilikelihood algorithms for estimation a appearanse and disappearanse moments of arbitrary waveform radiosignal with un-
known amplitude, frequency and initial phase has been synthesized. The efficiency of the algorithm are founded. 
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Задача оценки моментов появления и исчезновения сигнала, наблюдаемого на фоне шума, представляет 
значительный интерес для многих практических приложений статистической радиофизики, радио и гид-
ролокации, навигации, сейсмологии и неоднократно рассматривалась в литературе [1−5]. В [2] проана-
лизирована задача оценки моментов скачкообразного изменения сигнала при дискретном времени 
наблюдения. В работах [3, 4] исследованы алгоритмы оценки моментов появления и исчезновения ква-
зидетерминированного сигнала произвольной формы с неизвестными (или случайными) моментами по-
явления и исчезновения, наблюдаемого на фоне аддитивного гауссовского белого шума при непрерыв-
ном времени наблюдения. Алгоритмы оценки моментов появления и исчезновения квазидетерминиро-
ванного сигнала с неизвестной амплитудой изучены в [5]. Их целесообразно использовать для оценки 
моментов появления и исчезновения сигналов с неизвестной мощностью. Однако во многих практиче-
ских приложениях используются сигналы с высокочастотным заполнением (узкополосные радиосигна-
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лы), которые ввиду специфики распространения имеют неизвестные амплитуду, частоту и начальную 
фазу. Поэтому целесообразно рассмотреть алгоритмы оценки моментов появления и исчезновения ра-
диосигнала с неизвестными амплитудой, частотой и начальной фазой.  

Ц е л ь  р а б о т ы  – исследовать квазиправдоподобные (КП) алгоритмы оценки моментов появления 
и исчезновения прямоугольного радиоимпульса с неизвестной амплитудой, частотой и начальной фазой. 

Рассмотрим задачу оценки моментов появления и исчезновения на фоне аддитивного гауссовского 
белого шума ( )n t  с односторонней спектральной плотностью 0N  прямоугольного узкополосного ра-

диоимпульса 

1 2
1 2

1 2

cos( ), ,
( , , , , , ) =

0, < , > ,

a t t
s t a

t t

   
   

 
  




 (1) 

где a  – амплитуда; [0,2 ]   – начальная фаза;   – частота; 1  и 2  – моменты появления и исчезно-

вения соответственно, принимающие следующие значения из априорных интервалов: 

 min max, , = 1, 2.i i i i    (2) 

Для того чтобы сигнал не мог исчезнуть раньше, чем он появляется, положим, что 1max 2 min<  . 

Пусть амплитуда a , начальная фаза  , частота  , моменты появления и исчезновения 1 , 2  априори 

неизвестны. Обозначим через 0a , 0 , 0 , 01 , 02  их истинные значения соответственно. Тогда наблю-

даемая на интервале времени [0, ]T  реализация аддитивной смеси сигнала и шума будет в виде 

0 0 0 01 02( ) = ( , , , , , ) ( )t s t a n t      . 

Располагая наблюдаемой реализацией  t , приемник должен сформировать оценки моментов по-

явления и исчезновения прямоугольного радиоимпульса (1). 
Если амплитуда, начальная фаза и частота априори известны, можно применить максимально прав-

доподобный (МП) алгоритм оценивания, согласно которому оценки моментов появления и исчезновения 
совпадают с координатами положения наибольшего максимума логарифма функционала отношения 
правдоподобия (ФОП) [6]. При неизвестных моментах появления и исчезновения, амплитуде, начальной 
фазе и частоте логарифм ФОП зависит от пяти неизвестных параметров: 

2

1

2
0

1 2 2 1
0 0

2
( , , , , ) = ( )cos( ) ( ).

2

aa
L a t t dt

N N





            (3) 

Здесь и далее отброшены интегралы от функций, осциллирующих с удвоенной частотой. Таким образом, 
в задаче оценки моментов появления и исчезновения неизвестные амплитуда, начальная фаза и частота 
являются неинформативными параметрами, что приводит к априорной параметрической неопределен-
ности. 

Одним из способов преодоления неопределенности является применение  КП-алгоритма оценки [7]. 
КП-приемник должен формировать логарифм ФОП (3) для некоторых ожидаемых значений амплитуды 

*a , частоты *  и начальной фазы *  и всех возможных значений моментов появления и исчезновения 

* * * *
1 2 1 2( , ) = ( , , , , )L L a       (4) 

и находить КП-оценки моментов появления и исчезновения как положения абсолютного (наибольшего) 
максимума решающей статистики (4) 

* * *
1 2 1 2( , ) = argsup ( , ).L     (5) 

Согласно (5) приемник должен формировать двумерное случайное поле (4) для всех возможных 
значений неизвестных моментов появления и исчезновения. Поэтому его аппаратурная реализация ока-
зывается в общем случае довольно сложной. Действительно, нахождение величин (5) предполагает по-
строение структуры, многоканальной по обоим неизвестным параметрам. Однако трудностей аппара-
турной реализации КП-алгоритма оценивания (5) частично удается избежать, если представить анало-
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гично [3, 4] случайное поле (4) в виде суммы * * *
1 2 1 1 2 2( , ) = ( ) ( )L L L     двух случайных процессов. Пер-

вый из них зависит только от момента появления 1 , а второй – только от момента исчезновения 2 : 

2*
* * * 0
1 1 1

0 0
1

2
( ) = ( )cos( ) ( ),

2

aa
L t t dt

N N





          
2 2*

* * * 0
2 2 2

0 0

2
( ) = ( )cos( ) ( ),

2

aa
L t t dt

N N





         (6), (7) 

где   – произвольная точка, принадлежащая интервалу 1max 2 min( , )  . 

Согласно выражениям (6) и (7) случайные процессы *
1 1( )L   и *

2 2( )L   статистически независимы, так 

как представляют собой интегралы от белого шума на неперекрывающихся интервалах. Следовательно, 

положение максимума случайного поля *
1 2( , )L    по переменной 1  совпадает с положением максимума 

случайного процесса *
1 1( )L  , а по переменной 2  – с положением максимума *

2 2( )L  . В результате для 

КП-оценок моментов появления и исчезновения можно записать 
* *

min max= argsup ( ), [ , ], = 1,2.j j j j j jL j      

Схема КП измерителя моментов появления и исчезновения 
изображена на рис. 1, где использованы обозначения: И1 – ин-
тегратор на интервале 1min[ , ]t  ( 1min[ , ]t   ); И2 – интегратор 

на интервале [ , ]t  ( 2 max[ , ]t   ); ЛЗ – линия задержки на вре-

мя 1min=t   ; Э1 и Э2 – экстрематоры, которые осуществляют 

поиск положений максимумов сигнала на интервалах времени 

1max 1min[ , ]      и 2 min 2 max[ , ]   соответственно. 

Представление решающей статистики в виде суммы двух статистически независимых случайных 
процессов позволяет не только предложить достаточно простую аппаратурную реализацию КП-
измерителя, но и выполнить анализ КП-алгоритма оценивания, используя методику [4]. Для полного 
статистического описания решающей статистики достаточно найти математические ожидания и корре-
ляционные функции гауссовских независимых случайных процессов (6) и (7). Выполняя усреднение, 
получаем математические ожидания 

          
2

2* * 0
1 1 1 1 01 1 01 1 1

0

1
= = 1 max( , ) [ , , max( , ), ] 1

2a a
a

S L d
N

                      
, 

          
2

2* * 0
2 2 2 2 02 2 02 2 2

0

1
= = 1 min( , ) [ , , , min( , )] 1

2a a
a

S L d
N

                      
 

и корреляционные функции 
2

* * * * * 20
1 11 21 1 11 1 11 1 21 1 21 11 21

0

( , ) = [ ( ) ( )][ ( ) ( )] = (1 ) [ max( , )],a
a

B L S L S
N

                

2
* * * * * 20
2 12 22 2 12 2 12 2 22 2 22 12 22

0

( , ) = [ ( ) ( )][ ( ) ( )] = (1 ) [min( , ) ],a
a

B L S L S
N

                

где 2 1 1 2
1 2

2 1

( ) ( )1
( , , , ) = 2sin cos .

( ) 2 2
d

         
  

                 
 

Величина *
0 0= ( ) /a a a a   характеризует относительное отклонение ожидаемой амплитуды *a  от 

ее истинного значения 0a . В дальнейшем будем называть ее расстройкой КП-измерителя по амплитуде. 

Аналогично, величина *
0=     – расстройка КП-измерителя по начальной фазе, а *

0=     – 

расстройка КП-измерителя по частоте. 

 

Рис. 1. Схема КП измерителя моментов по-
явления и исчезновения 
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Рассмотрим вначале случайный процесс *
2 2( )L  . Его математическое ожидание и корреляционную 

функцию запишем в виде 
2* 2 *

* 0 02 2 02 2 2
2 2

0 0

[min( , ) ] [min( , ) ] ( )
( ) = 2sin cos

2 2 2

a a a
S

N N

         
 


                

, (8) 

2*
*
2 12 22 12 22

0

( , ) = [min( , ) ].
a

B
N

      (9) 

Исследуем состоятельность оценки момента исчезновения (5). Производные функции (8) справа и 
слева от 02  равны соответственно 

2 2** ** *
02 2 2 2

2 02 2 2 02
2 0 2 0 0

( ) ( )
=  при > ,       = cos( )  при < .

2 2

a adS dSa a

d N d N N

 
     

 
      

Для состоятельности оценки (5) достаточно, чтобы последнее выражение было положительным, то есть 

2 2 02cos( ) >   при < ,
2
a   


    (10) 

где *
0= / = 1a aa a   . 

Будем считать далее, что отношение сигнал/шум (ОСШ) 2 2
2 0 02 0= ( ) / >> 1z a N  , то есть достаточ-

но велико. Тогда КП-оценка момента исчезновения располагается в окрестности максимума математи-
ческого ожидания (8). Перепишем выражение (8) в виде 

  
2 2 2

* 2 2 2
2 2 02 2

02 02

( )
( ) = sin min( , ) sin( ) .

( ) 2 ( )
a az z

S
       

    
  

       
  

 

Разложим математическое ожидание *
2 2( )S   в ряд Тейлора по 2  в окрестности 02  и удержим сла-

гаемые не выше первой степени  2 02  : 

 
2

* 2
2 2 02

02

( ) = sin( ) sin( )
( )

az
S     

  


       
 

 

 
2 2 2
2 2 2

02 02 2 02
02 02

( )
cos( ) min( , )

( ) 2 ( )
a az z  

    
   

  
     

 
. (11) 

Будем аппроксимировать случайный процесс *
2 2( )L   гауссовским случайным процессом с матема-

тическим ожиданием (11) и корреляционной функцией (9) на всем априорном интервале возможных 
значений момента исчезновения (2). Перейдем в выражениях (11) и (9) к новой переменной 

2
2 2 2 02= ( ) / ( )z      , 2 2 min 2 max[ , ]   , 2

2 min 2 2 min 02= ( ) / ( )z      , 2
2 max 2 2 max 02= ( ) / ( )z      , 

2
02 2= z . Тогда для случайного процесса (7) можем записать 

2
* *
2 2 2 2 02 2 02 2 2 2( ) = ( ) = cos( )min( , ) ( ),

2
a

aL          


       (12) 

где 2 2( )   – гауссовский случайный процесс с нулевым математическим ожиданием и корреляционной 
функцией 

* 2
2 12 22 12 22( , ) = min( , ).aB      (13) 

Согласно (12) и (13) процесс *
2 2( )   является марковским с коэффициентами сноса k1 и диффузии k2 

2
02 2 min 2 02

1 2
02 2 2 max

cos( ) / 2, ,
=

/ 2, < ,

a a

a

k
    

  

       


 
       2

2 = ak  . (14), (15) 
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Заметим, что при выполнении условия (10) коэффициент сноса удовлетворяет неравенству 
2

02cos( ) / 2 0a a         для всех  2 2 min 02,   . Поэтому аналогично [8] можем записать 

2 2 2 max( , , ) = ( , ) ,
v

F u v x W y dy

  

где 2 2( , )W y   – решения уравнения Фоккера–Планка–Колмогорова (ФПК) [9]: 

2
2 2

1 2 2 2 2 22
2

( , ) 1
[ ( , )] [ ( , )] = 0

2

W y
k W y k W y

y y


 


  

 
  

 (16) 

с коэффициентами сноса и диффузии (14), (15). Применяя метод отражения с переменой знака [9], нахо-
дим решение уравнения (16) с коэффициентами (14), (15) отдельно для случаев 2 2 min 02[ , ]    и 

2 02 2 max[ , ]   . Аналогично [4], получаем выражения для плотности вероятности КП-оценки момента 

исчезновения: 

 

2 2 2 2
1 1 02 2 1 02 2 min 2 2 max 02 2 02*

2 2 02
2 2 2 2
2 2 02 2 2 max 02 1 02 2 min 2 02

1
( ), ( ), ( ), , ,

( | ) =

( ), ( ), ( ), , > ,

c c c c
RW

c c c c R


       
 

       

         
    

 (17) 

где 2 2
1 2= ( ) / 2ac   ; 2 2

2 = (1 ) / 2ac  ; 2= ( ) / (1 )a aR     ; 2 02= 2cos( ) 1      ; 

1 1
1 2 3 1 3/2

2
3 2 3 2

3
2 20

1
( , , , ) = exp / ( )

2 4 2 | |

( )
exp exp( ) .

4 2 2

y y y y
y y y y y y

y

y x y y x yx y
x y x dx

y y y






                   
        

                     


 

Аналогично [4], находим асимптотические значения смещения и рассеяния КП-оценок моментов 
появления и исчезновения: 

* max 2 2
2 02 2 2 2

2

2 ( 1)( 2 1)
( | ) = ,

(1 ) ( )
a

a
a a

T
B

z


 

 
    


  

   
2

* max 2
2 02 4 4 2 4

2 2

8 ( , )
( | ) = ,

(1 ) ( 1) ( )
a

a
a a

T P
V

z


 

 



    

 (18), (19) 

где 2 2
0 max 0= 2 /z a T N ; max 2 max 1min=T    – максимально возможная длительность сигнала; 
6 5 2 4 3 2 3 3 2 2( , ) = 2 4(2 1) (11 18 1) (5 29 7 1) (15 21 7 1)P x y y x y x x y x x x y x x x y               

5 4 3 2 6 5 3 2(3 15 15 29 18 4) 3 5 11 8 2.x x x x x y x x x x x             

При = 0  и = 0  величины (18) и (19) совпадают со смещением и рассеянием оценки МП-мо-

мента исчезновения сигнала с неизвестной амплитудой и априори известной начальной фазой, найден-

ными в [5]: * max
2 02 2 2 2

8
( | ) = ,

( 1) ( 1)
a

a
a a

T
B

z


 

 


 
   

2 2 4 6
* max
2 02 4 4 4

2 (13 101 15 )
( | ) = .

( 1) ( 1)
a a a

a
a a

T
V

z

  
 

 
  
 

 

При = 0a , = 0  и = 0  величины (18) и (19) совпадают со смещением и рассеянием оценки 

МП-момента исчезновения сигнала с априори известными амплитудой, частотой и начальной фазой, 

найденными в [3], а именно: 02 = 0B , 2 4
02 max= 26 /V T z . 

Рассмотрим теперь случайный процесс *
1 1( )L  . Его математическое ожидание и корреляционную 

функцию запишем в виде 
2* 2 *

* 0 01 1 01 1 1
1 1

0 0

[ max( , )] [ max( , )] ( )
( ) = 2sin cos

2 2 2

a a a
S

N N

         
 


                

, (20) 
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2*
*
1 11 21 11 21

0

( , ) = [ max( , )].
a

B
N

      (21) 

Исследуем состоятельность оценки момента появления (5). Производные функции (20) слева и справа от 

01  равны соответственно 

2 2** ** *
01 1 1 1

1 01 1 1 01
1 0 1 0 0

( ) ( )
=  при < ,  = cos( )  при > .

2 2

a adS dSa a

d N d N N

      
 

      

Для состоятельности оценки момента появления (5) достаточно, чтобы последнее выражение было от-

рицательным, что равносильно 1 1 01cos( ) > ,    > .
2
a   


    

Будем считать далее, что ОСШ 2 2
1 0 01 0= ( ) / >> 1z a N  , то есть достаточно велико. Тогда КП-оцен-

ка момента появления располагается в окрестности максимума математического ожидания (20). Пере-
пишем выражение (20) в виде 

  
2 2 2

* 1 1 1
1 1 01 1

01 01

( )
( ) = sin( ) sin max( , ) .

( ) 2 ( )
a az z

S
 

      
    

  
       

  
 

Разложим математическое ожидание *
2 2( )S   в ряд Тейлора по 1  в окрестности 01  и удержим сла-

гаемые не выше первой степени  1 01  : 

   
2 2

* 1 0
1 1 01 01 01 01 1

01 01

( ) = sin( ) sin( ) cos( ) max( , )
( ) ( )

a az z
S          

    
 

            
  

 

2 2
1 1

01

( )

2 ( )
az  
 

 



. (22) 

Будем аппроксимировать случайный процесс *
1 1( )L   гауссовским случайным процессом с матема-

тическим ожиданием (22) и корреляционной функцией (21) на всем априорном интервале возможных 
значений момента появления (2). Перейдем в выражениях (22) и (21) к новой переменной 

2
1 1 1 01= ( ) / ( )z      , 1 1min 1max[ , ]   , 2

1min 1 1max 01= ( ) / ( )z      , 2
1max 1 2 min 01= ( ) / ( )z      , 

2
01 1= z . Тогда для случайного процесса (7) получим 

2
* *
1 1 1 1 01 1 01 1 1 1( ) ( ) cos( ) min( , ) ( ),

2
a

aL          


         (23) 

где 1 1( )   – гауссовский случайный процесс с нулевым математическим ожиданием и корреляционной 

функцией * 2
1 11 12 11 12( , ) = min( , ).aB      

Заметим, что выражение (23) совпадает с выражением (12) с точностью до замены 01  на 02  и 01  

на 02 . Следовательно, можем сразу записать выражение для плотности вероятности КП-оценки момен-
та появления аналогично (17): 

 

2 2 2 2
1 1 01 1 1 01 1min 2 1max 01 1 01*

1 1 01
2 2 2 2
2 2 01 2 1max 01 1 01 1min 1 01

1
( ), ( ), ( ), , ,

( | ) =

( ), ( ), ( ), , > ,

c c c c
RW

c c c c R


       
 

       

         
    

 (24) 

где 2 2
1 1= ( ) / 2ac   ; 2 2

2 = (1 ) / 2ac  ; 1= ( ) / (1 )a aR     ; 1 01= 2cos( ) 1      .  
Используя плотность вероятности (24), находим асимптотические выражения для смещения и рас-

сеяния КП-оценки момента появления: 

* max 1 1
1 01 2 2 2

1

2 ( 1)( 2 1)
( | ) = ,

(1 ) ( )
a

a
a a

T
B

z


 

 
    

 
  

  
2

* max 1
1 01 4 4 2 4

1 1

8 ( , )
( | ) = .

(1 ) ( 1) ( )
a

a
a a

T P
V

z


 

 



    

 (25), (26) 
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При = 0a , = 0  и = 0  величины (25) и (26) совпадают со смещением и рассеянием оценки 
МП-момента появления сигнала с априори известными амплитудой, частотой и начальной фазой, 

найденными в [3]: 01 = 0B , 2 4
01 max= 26 / .V T z  

Влияние априорного незнания амплитуды, частоты и начальной фазы на точность КП-оценок мо-
ментов появления и исчезновения можно охарактеризовать нормированными величинами смещения 

* *
0 0= ( | ) / ( | )i a i i a i ib B V     и рассеяния *

0 0= ( | ) /i a i i iv V V   

( = 1, 2i ) КП-оценок. Эти величины (с точностью до знака) одина-
ковы для КП-оценок моментов появления и исчезновения и могут 
служить характеристикой проигрыша в точности КП-оценок по 
сравнению с точностью оценок МП-моментов появления и исчез-
новения сигнала с априори известными амплитудой, частотой и 
начальной фазой. 

На рис. 2 представлены зависимости нормированного сме-
щения ib , на рис. 3 – нормированного рассеяния iv  от величины 

a  при нескольких значениях разности фаз   ожидаемого и 
принятого сигналов и 0  . 

На рис. 4 представлены зависимости нормированного рассе-
яния iv  от обобщенной нестабильности несущей частоты 

max / (2 ) =T f       ( 0= /f    – относительная неста-

бильность несущей частоты, 0 max= / (2 )T    – максимально воз-
можное число периодов колебаний в импульсе) при нескольких 
значениях разности фаз   ожидаемого и принятого сигналов и 

0a  . Сплошные кривые на рис. 2−4 построены при = 0 , 
пунктирные линии – при = / 8  , штриховые – при = / 5  , 
штрих-пунктирными – при = / 4  . Как видно из рис. 2 и 3, при 

известной амплитуде ( = 0)a  КП-оценки моментов появления и 
исчезновения обладают нулевым смещением, а их рассеяние сов-
падает с рассеянием МП-оценок. Наличие расстройки по ампли-
туде приводит к появлению смещения оценок моментов появле-
ния и исчезновения и увеличению их рассеяния в десятки раз [4]. 

Так, при | |= 0,5a  рассеяние КП-оценок в десять раз больше 
рассеяния МП-оценок при априори известных амплитуде и началь-
ной фазе. Наличие расстройки по фазе также приводит к увеличе-
нию рассеяния КП-оценок. Так, даже при = 0a  расстройка по фа-
зе на величину = / 5    приводит к увеличению рассеяния КП-
оценки в четыре раза. Из рис. 4 видно, что при обобщенной неста-
бильности частоты, большей 0,5, точность оценок моментов появ-
ления и исчезновения может заметно снизиться. 

 Полученные результаты позволяют, задавшись приемлемым 
увеличением рассеяния оценок моментов появления и исчез-
новение, найти допустимую нестабильность несущей частоты. 

Исследование выполнено за счет гранта Российского науч-
ного фонда (проект №15-11-10022). 
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In this paper we have studied quasi-likelihood algorithm evaluation of appearance and disappearance moments of radiosignal with 
the rectangular pulse waveform and the unknown amplitude, the initial phase and frequency. We have carried out the synthesis of 
quasi-likelihood evaluation algorithm. Instead of the unknown parameters we have used some of their predicted values. We have in-
troduced block-diagrams of formation evaluation. We have analyzed the synthesized algorithm and found the asymptotically exact 
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