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В практических приложениях статистической радиотехники, теории связи, локации, навигации, сейсмо-
логии актуальна задача оценки моментов появления и исчезновения сигнала, наблюдаемого на фоне 
шума [1−5]. В работах [2, 3] исследованы алгоритмы оценки моментов появления и исчезновения квази-
детерминированного сигнала произвольной формы с неизвестными (или случайными) моментами появ-
ления и исчезновения, а в [4] – квазидетерминированного сигнала с неизвестной амплитудой. 

Оценка моментов появления и исчезновения узкополосного радиосигнала с прямоугольной огиба-
ющей исследована в [5]. Однако синтезированы лишь квазиправдоподобные (КП) алгоритмы оценки, а 
также показано, что априорное незнание амплитуды, начальной фазы и частоты может приводить к су-
щественным потерям в точности оценивания моментов появления и исчезновения. Поэтому целесооб-
разно рассмотреть алгоритмы оценки моментов появления и исчезновения радиосигнала с адаптацией по 
неизвестным амплитуде и начальной фазе. 

Ц е л ь  р а б о т ы  – исследовать КП и квазиоптимальный (КО) алгоритмы оценки моментов появле-
ния и исчезновения прямоугольного радиоимпульса с неизвестной амплитудой, частотой и начальной фазой. 

Пусть на фоне аддитивного гауссовского белого шума ( )n t  с односторонней спектральной плотно-

стью 0N  наблюдается прямоугольный узкополосный радиоимпульс 
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где a – амплитуда; [0,2 ]   – начальная фаза; ω – частота; 1  и 2  – моменты появления и исчезнове-
ния соответственно, принимающие значения из априорных интервалов 

 min max, , = 1,2.i i i i    (2) 

Для того чтобы сигнал не мог исчезнуть раньше, чем он появится, будем считать, что 1max 2 min<  . 

Пусть параметры a, φ, ω, 1 , 2  априори неизвестны. Обозначим через 0a , 0 , 0 , 01 , 02  – их истин-

ные значения соответственно. Тогда наблюдаемая на интервале времени [0, ]T  реализация аддитивной 
смеси сигнала и шума имеет вид 
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0 0 0 01 02( ) = ( , , , , , ) ( ).t s t a n t       (3) 

Располагая наблюдаемой реализацией ( )t , приемник должен сформировать оценки моментов по-

явления и исчезновения прямоугольного радиоимпульса (1). 
Если амплитуда, начальная фаза и частота априори известны, можно применить МП алгоритм оце-

нивания, согласно которому оценки моментов появления и исчезновения совпадают с координатами по-
ложения наибольшего максимума логарифма функционала отношения правдоподобия (ФОП) [6]: 
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Здесь и далее отброшены интегралы от функций, осциллирующих с удвоенной частотой. Однако если 
неизвестны как моменты появления и исчезновения, так и амплитуда, начальная фаза и частота, то лога-
рифм ФОП зависит от пяти неизвестных параметров [5, 6]: 
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Таким образом, имеется априорная параметрическая неопределенность относительно амплитуды, 
частоты и начальной фазы. 

Квазиправдоподобный алгоритм оценки с адаптацией по амплитуде и фазе 

Одним из способов преодоления априорной параметрической неопределенности является применение 
КП алгоритма [7]. В этом случае оценки моментов появления и исчезновения являются положениями 
максимума логарифма ФОП (4), в котором вместо неизвестных амплитуды, начальной фазы и частоты 
используются некоторые ожидаемые их значения [5]. 

Другим способом преодоления априорной параметрической неопределенности является примене-
ние адаптации приемного устройства по неизвестным параметрам. Тогда неизвестные параметры в вы-
ражении (4) должны быть заменены их оптимальными или КО оценками, формируемыми на основе реа-
лизации наблюдаемых данных ( )t . 

Рассмотрим далее КП алгоритм с адаптацией по амплитуде и фазе, согласно которому вместо неиз-

вестной частоты ω в выражении (4) будем использовать некоторое ее ожидаемое значение * , а вместо 
неизвестных амплитуды и начальной фазы – их КП оценки ma , m , что равносильно максимизации ло-

гарифма ФОП (4) по переменным a и φ: 
* * * *
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Квазиправдоподобные оценки моментов появления и исчезновения определяются как положения 
наибольшего максимума решающей статистики (5): 

*
1 2 1 2( , ) = argsup ( , , ).m m L      (6) 

Максимизацию логарифма ФОП (4) по переменной φ можно выполнить аналитически. Для этого 
подставим сигнал (1) в выражение (4) и представим логарифм ФОП в виде 
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где отброшены интегралы от членов, осциллирующих с удвоенной частотой, введены обозначения 
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Найдем производную функции (7) по φ и приравняем ее к нулю: 
*
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и решим полученное уравнение относительно φ: 
* *

1 2 1 2= arctg ( , , ) ( , , ) .Y X          

Подставляя полученное решение в (7), получим 
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Выполним теперь максимизацию логарифма ФОП (8) по амплитуде. Производную функции (8) по 
переменной a приравняем нулю: 
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и решим полученное уравнение относительно a: 

2 * 2 *
0 1 2 1 2 2 1= ( , , ) ( , , ) / ( ).a N X Y          (9) 

Подставляя решение (9) в выражение (8) вместо априори неизвестной амплитуды, получим 

* * 2 * 2 *0
1 2 1 2 1 2 1 2 2 1( , , ) = sup ( , , , ) = ( , , ) ( , , ) / ( )
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На основе выражения (10) можно определить структуру приемного устройства. Получить функцию 
(10) как непрерывную функцию моментов появления 1  и исчезновения 2  не представляется возмож-

ным, поэтому приемник должен формировать отсчеты 1min 1 2 min 2= ( , )mgL L m g        ( 1= 1,m n , 

2= 1,g n ) случайного поля (10) для дискретного набора значений моментов появления и исчезновения. 

Тогда измеритель должен состоять из 1 2n n  каналов. 
На рис. 1 изображена схема одного канала КП измерителя с 

адаптацией по амплитуде и фазе, который формирует логарифм 
ФОП (10) для фиксированных значений моментов появления 

1min 1m    и исчезновения 2 min 2g   . Интеграторы И рабо-

тают на интервалах времени 1min 1 2 min 2[ , ]m g       . 
Необходимо отметить, что помимо сложностей реализации 

КП алгоритма с адаптацией по амплитуде и фазе (6), вызванных 
его многоканальностью, возникают трудности в определении 
характеристик оценок по положению наибольшего максимума 
логарифма ФОП (10). 

Квазиоптимальный алгоритм оценки 

Для упрощения аппаратурной и программной реализации КП измерителя с адаптацией по амплитуде и 
фазе и нахождения его характеристик можно воспользоваться КО оценками. Для этого представим лога-
рифм ФОП (4) в виде суммы двух слагаемых 1 2 1 1 2 2( , , , , ) = ( , , , ) ( , , , )L a L a L a          : 
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Рис. 1. Схема одного канала КП измерителя 
моментов появления и исчезновения с адап-
тацией по амплитуде и фазе 
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где θ – произвольная точка, принадлежащая интервалу 1max 2 min( , )  .  

Обозначим * *

,
( , , ) = max ( , , , )ja j j j

a
L L a


      и введем в рассмотрение КО оценки 

* *= argsup ( , ).mj ja jL     (13) 

Выполняя аналогично (7)−(10)максимизацию функций (11), (12) по переменным a и φ, получаем 
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где обозначено 
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На рис. 2 показана схема устройства форми-
рования КО (13) моментов появления и исчезнове-
ния, построенная на основе выражений (14), (15). 

Таким образом, использование оценок (13) 
позволяет существенно упростить техническую 
реализацию приемника. Действительно, для реа-
лизации КП алгоритма оценивания с адаптацией 
по амплитуде и фазе (5) требуется построение 
многоканального приемного устройства по мо-
ментам появления и исчезновения. Для нахожде-
ния оценок (13) достаточно двухканальной схемы. 

Выполним теперь анализ алгоритма оцени-
вания (13). Исследуем случайные процессы (14), 
(15), формируемые КО алгоритмом оценки. Рас-
смотрим сначала случайный процесс (15). Под-
ставляя наблюдаемую реализацию ( )t  в выра-

жение (17), а затем (17) в (15) получаем 
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где *
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Рис. 2. Схема КО измерителя моментов появления и исчезно-
вения радиосигнала: И1 и И2 – интеграторы, работающие на 
интервалах времени 1min[ , ]   и 2 max[ , ]  ; ЛЗ – линии задерж-

ки на время 1min  ; Э1 и Э2 – экстрематоры, фиксирующие 

положения абсолютных максимумов сигналов на отрезках вре-
мени 1max 1min[ , ]      и 2 min 2 max[ , ]   соответственно 
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Шумовые составляющие 2 2( )cN   и 2 2( )sN   представляют собой линейные преобразования гаус-
совского случайного процесса и поэтому также являются гауссовскими процессами. Они обладают ну-
левыми математическими ожиданиями и корреляционными функциями: 
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Раскроем квадраты в выражении (18) и запишем его в виде 
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 
           

, (21) 

где 2 2
02 0 2 0= ( ) /z a N   – отношение сигнал/шум (ОСШ) для радиосигнала с моментом появления θ и 

моментом исчезновения 2 ; 

02 2 02 2
2 2 2 2 0 2 2 0

(min( , ) ) (min( , ) )
( ) = ( )cos ( )sin

2 2c sN N N
       

    
           

   
. 

При достаточно больших ОСШ (при которых 2
02 >> 1z ) двумя последними слагаемыми в квадрат-

ных скобках (21) можно пренебречь и приближенно записать 
2

* 02 02 22
2 2 2

02

2 (min( , ) )
( , ) sin

2( )
a

z
L 

   
 

  

         
 

02 2
2 2 2

(min( , ) )2
sin ( ) ( )

2
N

      


         
. (22) 

Эта функция является гауссовским случайным процессом с математическим ожиданием 
2

* 02 02 22
2 2 22

02

2 (min( , ) )
( , ) = ( )sin

2( )
a

z
S 

      
  

       
 (23) 

и корреляционной функцией 
2

* 0 12 22
2 12 22 2

12 220

min( , )
( , , ) =

( )( )

a
K

N

   
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
 

 

      02 12 02 22 02 12 02 221 cos min( , ) min( , ) cos (min( , ) ) cos (min( , ) )                        . (24) 

При больших ОСШ 2
02z  положение максимума решающей статистики располагается в малой 

окрестности положения максимума ее математического ожидания [6], которое совпадает с истинным 
значением момента исчезновения 02 . Разложим в ряды Тейлора математическое ожидание (23) по 2  и 

корреляционную функцию (24) по 12 , 22  в окрестности 02 , ограничившись слагаемыми первого по-
рядка малости: 
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. (25) 
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Будем аппроксимировать при больших ОСШ решающую статистику (22) гауссовским случайным 
процессом с математическим ожиданием (25) и корреляционной функцией (26), который, согласно [8], 
является марковским со следующими коэффициентами сноса и диффузии: 
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022
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2 0222

02 0202
1 2
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2 022
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2
0202

2 2
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=
( )( )
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2

, > ,
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= .

( )
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z
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 

  
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      

 


    
   




 
 

 (27) 

Распределение положения наибольшего максимума марковского случайного процесса типа Баше-
лье исследовано в [9]. Используя результаты [9], находим смещение и рассеяние оценки момента исчез-
новения в виде 

2 2
* 1 2

2 2 02 2 2 2 2
1 2

( 2) (2 1)
= = ,

( 1)
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z R R z R
B

z z R
    
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 (28) 
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где 
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( / 2)sin
R

 
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; 

2 02=    . 
Если частота априори известна = 0 , то выражения для сме-

щения и рассеяния упрощаются и приобретают вид 
2 4

0 20 2 02= 0, = 26 .B V z                                                              (30) 
На рис. 3 изображены зависимости нормированных смещения 

2 2 2= /b B V  и рассеяния 2 2 20= /v V V   от относительной нестабильно-

сти частоты 0= /   . Частота принятого сигнала при построении 

кривых на рис. 3 была выбрана так, чтобы на интервале 02   уклады-

вались 10 периодов радиосигнала, то есть 0 2 / (2 ) = 10  . Как видно 
из рис. 3, относительная нестабильность частоты величиной в 3% при-
водит к увеличению рассеяния оценки момента исчезновения на поря-
док. Аналогичные выводы справедливы для КО момента появления. 

 Использование адаптации квазиправдоподобных оценок момен-
тов появления и исчезновения по амплитуде и начальной фазе 
приводит к необходимости использования многоканального при-
емного устройства. Предложенный эвристический квазиопти-
мальный алгоритм оценки может быть реализован в двухканаль-
ном варианте. Точность квазиоптимальных оценок моментов по-
явления и исчезновения при больших отношениях сигнал/шум 
асимптотически совпадает с точностью квазиправдоподобных 
оценок при известных амплитуде и начальной фазе. Априорное 
незнания частоты радиосигнала может привести к появлению 
смещения оценок моментов появления и исчезновения и к суще-
ственному росту их рассеяния. 

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект №15-11-10022). 

 
а) 

 
б) 

Рис. 3. Графики зависимости нор-
мированных смещения (а) и рассея-
ния (б) от нестабильности частоты 
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We studied the quasi-likelihood and quasi-optimal algorithms for estimation of the moments of appearance and disappearance of the 
radio signal with rectangular envelope and unknown amplitude, initial phase and carrier frequency. We synthesized the quasi-
likelihood estimation algorithm with the adaptation to the amplitude and the initial phase. The block diagram was proposed for ob-
taining the required estimates. We analyzed the introduced algorithm and found the asymptotically exact (with increasing a signal-to-
noise ratio) expressions for biases and variances of the estimates of the moments of appearance and disappearance. We also pro-
posed the quasi-optimal algorithm for estimation of the moments of appearance and disappearance. It was shown that its application 
allows us to simplify the hardware and software implementation of the estimation procedure. 
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