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Рассматривается возможность применения стандартного алгоритма при-
нятия решения для оптических сигналов с предусилением. Оптический уси-
литель рассматривается в приближении среды типа «рождения-гибели-
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 ВВЕДЕНИЕ. Для повышения чувствительности  приема систем радио и 

оптического диапазонов часто используются усилители. В сантиметровом и 

миллиметровом диапазонах длин волн применяются квантовые усилители 

СВЧ (мазеры), в оптическом диапазоне – волоконно-оптические и полупро-

водниковые лазерные усилители.  Активная среда  в таких усилителях обыч-

но представляется в виде трех или четырех-уровневой систем. Однако для 

анализа статистики фотонов можно упростить описание среды и представить 

её как набор двухуровневых атомов. В этих условиях квантово-механический 

анализ усилителя может быть выполнен с использованием анализа диффе-
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ренциального уравнения типа уравнения Колмогорова. В статье выполнен 

анализ эффективности обнаружения слабых оптических сигналов при ис-

пользовании стандартного приёмника прямого усиления, в котором на входе 

расположен предусилитель. 

 МОДЕЛИ УСИЛИТЕЛЕЙ. К настоящему времени предложено большое 

количество теоретических моделей, описывающих процессы в лазерных уси-

лителях (см., например, [1-3]). Здесь будет рассмотрен подход, основанный 

на статистике населённости, впервые предложенный в [4]. Данный подход 

основан на использовании ветвящихся процессов. Отметим, что такие про-

цессы используются в качестве моделей уже достаточно давно, например, 

при описании космических лучей и в популяционной биологии. Будем назы-

вать такие процессы процессами «рождения-гибели-иммиграции» (РГИ), 

свойства которых достаточно хорошо изучены в теории стохастических про-

цессов [5,6]. 

 Рассмотрим некоторое первоначальное количество частиц среды n .  

Предположим, что каждая частица может произвести другую подобную час-

тицу с вероятностью в единицу времени   или исчезнуть (абсорбироваться 

или разрушиться) с вероятностью в единицу времени  . Кроме того, обозна-

чим через   – постоянная скорость, с которой могут появляться дополни-

тельные частицы из внешнего источника. Подобные характеристики могут 

быть применены для описания поведения группы фотонов в квантовых уси-

лителях. Действительно, там возможны как увеличение, так и уменьшение 

количества фотонов в результате нормальной абсорбции, стимулированной 

или спонтанной эмиссии. Рассмотрим некоторую атомную или молекуляр-

ную систему, которая может существовать только на одном из двух близле-

жащих уровней. В нормальных условиях ансамбль молекул находится в теп-

ловом равновесии, большинство молекул находятся на нижнем уровне. Если 

может быть создан инверсный режим, при котором больше молекул будет 

находиться на верхнем уровне, то фотоны, проходящие через подобную сис-

тему, будут скорее усиливаться, чем ослабляться. Обозначим через t  – время 
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распространения или глубина проникновения, ( , )P n t  – вероятность того, что 

n  частиц присутствует в момент (или на глубине) t . Тогда, если 

0 ( ) ( , 0)P n P n t  , то вероятность ( , )P n t  удовлетворяет известному прямому 

уравнению Колмогорова: 

( , ) [( 1) ] ( 1, )

[( 1) ] ( 1, ) [ ( ) ] ( , )

P n t t n P n t

n P n t n P n t

 

   

      

     
  .                                     (1) 

 Рассмотрим две идеальные ситуации, подтверждающие возможность 

использования уравнения (1). Вначале рассмотрим резонатор с идеальными 

отражающими стенками. Пусть n  и  n  – количество молекул на вернем и 

нижнем уровнях. Для простоты считаем, что отклик этих молекул не зависит 

от частоты. Если в резонаторе находится m  фотонов, то вероятность того, 

что один фотон будет поглощен в единицу времени, пропорциональна m  и 

n , т. е.  равна kmn , где k  – константа.  Аналогично, вероятность того, что в 

единицу времени вследствие стимулированной эмиссии появится новый фо-

тон равна kmn . Спонтанная эмиссия также может производить новые фото-

ны с вероятностью kn . Из этого описания следует, что число фотонов в ре-

зонаторе с идеальными отражающими стенками может быть описано с 

помощью уравнения (1), где , ,kn kn       . Отметим, что, если сигнал 

вводится в резонатор через отверстие связи в волноводе, то это приводит к 

увеличению параметра  , так что   . 

 В качестве второго примера рассмотрим m  фотонов, распространяю-

щихся в канале, представляющем собой материал, содержащий молекулы с 

плотностью n  молекул в верхнем состоянии и n  молекул в нижнем. В этом 

случае картина полностью аналогична предыдущей. Поэтому уравнение (1) 

представляет собой достаточно адекватное реальности уравнение, описы-

вающее поведение частиц в различных условиях, в том числе в оптических 

усилителях. 

 РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ЧИСЛА ЧАСТИЦ НА ВЫХОДЕ УСИЛИТЕЛЯ. 

Итак, рассмотрим уравнение (1) в предположении, что в начальный момент 
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времени 0t   распределение 0 ( )P n  известно. Решение этого уравнения во 

многом зависит от вида начального распределения. Будем рассматривать два 

случая. Первый, когда число частиц на входе активной среды априори из-

вестно (детерминистическое распределение). И второе, когда входное рас-

пределение – пуассоновское, что соответствует простейшей модели лазерно-

го излучения при игнорировании лазерной спонтанной эмиссии. 

Соответствующие распределения числа фотонов в этих условиях на выходе 

РГИ-среды  могут быть получены аналогично [7].  

 Если на входе активной РГИ-среды ничего нет, т.е. начальное число 

фотонов 0 0n  , то 0 ( ) ( )P n n  и распределение числа частиц на выходе имеет 

вид: 

 1( , ) ( , ) , , ( ) ( ) ,P n t P n t B n k t h t                                          (2) 

где         ( , , ) ( ) ! ( )( )n nB n N n N n N             – отрицательно-биномиальное 

распределение с математическим ожиданием N ,    ( ) ( ) ( ) 1 ,k t h t      

 ( ) exp ( ) .h t t     

Таким образом, даже в отсутствии сигнала на входе лазерного усилите-

ля (РГИ–среды), на его выходе появляются фотоны вследствие спонтанной 

эмиссии с распределением (2), которые необходимо интерпретировать как 

шум. Несложно заметить, что при , 0    распределение (2) стремится к пу-

ассоновскому распределению: 1( , ) exp( ) !, ( ) ( ).nP n t n k t h t                                                           

 Предположим теперь, что на входе усилителя (РГИ-среды) имеется оп-

ределённое число фотонов 0 0n  . Тогда, аналогично [7], 0 0( ) ( )P n n n   и рас-

пределение числа фотонов представляет собой свёртку отрицательно и поло-

жительно-биномиального распределений: 

        2 0 0 0 0( , ) , , ( ) ( ) , , 1 ( ) ( ) .P n t B n n n k t h t b n n n k t h t                        (3) 

Здесь «» – знак свёртки распределений, а ( , , ) (1 )n n m n
mb n m N C p p    ( n

mC  – би-

номиальные коэффициенты, p N m ) – положительно-биномиальное распре-

деление. Заметим, что в (3) коэффициент 
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   1( ) 1 ( ) ( ) ( ) exp ( )p A t k t h t t                 может принимать как поло-

жительные, так и отрицательные значения. Тогда можно показать, что при 

( ) 0A t   

        0

0 0 0 0
1

, , ( ) ( 1) ! ( ) 1 ( ) ( 1), .
n

n n nn

i

b n n n A t n A t A t n i n n




      
   

Наконец,  предположим, что число фотонов 0n  на входе усилителя – случай-

ная величина с пуассоновским  распределением: 

   ( , ) ! exp , 0.nn n n                                                       (4) 

Тогда распределение числа фотонов на выходе усилителя (РГИ-среды) будет 

описываться формулой: 

        
1

3( , ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) exp ( ) ( ) ( ) ( ) ,
( ( ) ( ))

n n

nP n t k t h t k t h t L h t h t k t k t
h t k t




   
             

 (5) 

где   ( )a
nL   – обобщенный полином Лагерра. 

 Таким образом, формулы (2), (3), (5) описывают распределение числа 

фотонов на выходе усилителя (РГИ – среды) при различных начальных усло-

виях. Однако для расчёта характеристик обнаружения сигнала необходимо 

учесть также внутренний шум приёмника – оптического детектора. Обычно 

считают, что распределение этого шума – пуассоновское ( , )n  . Этот шум 

принципиально неустраним и добавляется к фотонам на выходе усилителя. В 

результате необходимо рассмотреть следующие распределения числа фото-

нов. 

 Если сигнала нет (выполняется гипотеза H0), то на входе детектора 

присутствует аддитивная смесь шумов усилителя и детектора. Распределение 

этой смеси несложно получить из (2), (4) как 

0( )
1( , ) ( , ) ( , )HP n t P n t n     .                                                 (6)    

 Аналогично получается распределение числа фотонов на входе детек-

тора и в случае наличия полезного сигнала (гипотеза H1). При этом, если ко-

личество фотонов на входе – детерминированная величина, то распределение 

на входе детектора описывается выражением 

1

1

( )
2( , ) ( , ) ( , )HP n t P n t n    .                                                  (7) 
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Наконец, в случае случайного (пуассоновского) распределения числа фото-

нов на входе усилителя, имеем 

1

2

( )
3( , ) ( , ) ( , )HP n t P n t n    .                                                (8) 

Следовательно, формулы (6)–(8) могут быть использованы для расчёта эф-

фективности обнаружения оптического сигнала при наличии входного уси-

лителя.   

 ХАРАКТЕРИСТИКИ ОБНАРУЖЕНИЯ ОПТИЧЕСКОГО СИГНАЛА. 

Известно [8], что для решения задачи обнаружения сигнала на фоне шумов 

широкое распространение получили алгоритмы, основанные на расчёте от-

ношения правдоподобия. Применим подобный метод и в данном случае. То-

гда решение о наличии или отсутствии полезного сигнала на входе приёмни-

ка будет определяться, исходя из следующего правила: 

 

1

1

0

0

( )
,

( )

H

P n H
n H

P n H

H


 


                                                         (9) 

где H – порог обнаружения,   ( )iP n H – вероятность появления n  фотонов при 

выполнении гипотезы ( 0,1)iH i  . 

Обозначим ( )sP n – распределение числа фотонов, соответствующее сиг-

налу, а ( )NP n – аналогичное распределение, соответствующее шуму, не кон-

кретизируя виды этих распределений. Предположим, что сигнал и шум неза-

висимы, аддитивно складываются. Тогда отношение правдоподобия может 

быть представлено как 

 
0

( ) ( ) ( ).
n

s N N
k

n P k P n k P n


                                              (10) 

Возвращаясь к нашей задаче, несложно заметить, что распределение 

0( )( ) ( , ).H
NP n P n t  В то же время распределение числа фотонов, соответствую-

щее сигналу ( )sP n , определяется либо формулой (7), либо (8) в зависимости 

от распределения числа фотонов на входе среды.  

 В [9] показано, что вместо достаточно сложной статистики (10) для 

решения задачи обнаружения сигнала на входе РГИ–среды (усилителя) мож-
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но воспользоваться  значительно более простым правилом, основанным на 

подсчёте числа фотонов и сравнении с некоторым порогом: 

1

0

H

n h

H




 .                                                     (11) 

Порог обнаружения h  будем выбирать, исходя из критерия идеального на-

блюдателя [8], при котором осуществляется поиск минимума средней веро-

ятности ошибки  1
1 22( ) ( ) ( ) ,EP h P h P h   где 1 0( ) ( ),

n h

P h P n H




  2 1
0

( ) ( ).
h

n

P h P n H


   

Решающие правила (10) и (11) эквивалентны при выполнении условия [9]: 

 2 2log ( ) 0,Nd f x dx                                           (12) 

где ( )Nf x – непрерывное распределение ( )NP x , получаемое путём подстановки 

в  ( )NP x : , ( 1) !, 0x n x x x     .  При этом ( ) ( )N Nf x P x  при целых x . 

Используя распределение (6) в качестве распределения числа фотонов 

в отсутствии сигнала (гипотеза H0), легко убедиться в выполнении условия 

(12). Таким образом, в дальнейшем для решения задачи обнаружения будем 

использовать простое решающее правило (11). 

 Выполним теперь расчёт средней вероятности ошибки ( )eP h . Для этого 

учтём, что 

  0( )
1 0( ) ( , )H

n h n h

P h P n H P n t
 


 

   ,                                    (13) 

 

1

1

1

2

( )
0

0

2 1
0 ( )

0
0

( , ), детерминированная величина,

( )

( , ), случайная величина.

h
H

h
n

h
n H

n

P n t n

P h P n H

P n t n













  

 






              (14) 
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Далее на рис.1–4 представлены зависимости вероятности средней 

ошибки Pe  от  различных параметров при пороге h , обеспечивающем мини-

мум значения этой вероятности. На всех рисунках сплошные кривые соот-

ветствуют случаю детерминированного входного числа фотонов, пунктирные  

– пуассоновского. Кроме того, все зависимости на рис. 1–4  построены при 

0 10n   . 

 На рис. 1 представлены зависимости вероятности средней ошибки eP  от 

интегрального параметра рождения фотонов T   при трех различных зна-

чениях параметра поглощения T  , где T – интервал наблюдения. Для 

всех кривых 2, 1T     . Кривые 1 на этом рисунке построены при 0.1  , 

кривые 2 – при 0.5  , кривые 3 – при 1  . 

 

Рис.1. Зависимость вероятности средней ошибки от параметра рождения фотонов 
 

  Из анализа рис.1 следует, что вероятность средней ошибки eP  убывает 

с ростом параметра рождения фотонов  . Это можно объяснить, используя 

формулу для математического ожидания распределения числа фотонов 

       exp ( ) ( ) exp ( ) 1m n t t            ,                                    (15) 

причем   0n n  – при детерминированном входном числе фотонов, n  – при 

пуассоновском. Первое слагаемое в формуле (15) соответствует сигнальной, 

а второе – шумовой составляющей математического ожидания числа фото-

нов на выходе РГИ-среды. Из данной формулы видно, что с ростом парамет-
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ра   также возрастает и коэффициент усиления  exp ( )K t   . В то же вре-

мя с увеличением   сигнал усиливается сильнее, чем шум спонтанного из-

лучения, что также следует из (15). Чем меньше параметр поглощения  , 

тем больше коэффициент усиления, а значит меньше вероятность средней 

ошибки. Кроме того, средняя вероятность ошибки в этих условиях практиче-

ски не зависит от величины параметра  . Как и следовало ожидать, при слу-

чайном входном сигнале вероятность средней ошибки превышает аналогич-

ную вероятность для известного (детерминированного) числа фотонов на 

входе усилителя. Остальные выводы справедливы и для этого случая. 

 На рис. 2 представлены зависимости вероятности средней ошибки eP  от 

интегрального параметра поглощения фотонов T   при трех различных 

значениях параметра рождения T  . На всех кривых 1, 1T     . Кри-

вые 1 на этом рисунке построены для 0.2  , кривые 2 – для 1  , кривые 3 – 

для 2  . 

 
Рис.2. Зависимость вероятности средней ошибки от параметра поглощения фотонов 

 

 Из анализа рис.2 следует, что вероятность средней ошибки eP  возраста-

ет с ростом параметра поглощения фотонов  . Такое её поведение объясня-

ется аналогичным образом, как и для рис. 1, с помощью формулы (15). Чем 

больше параметр рождения  , тем больше коэффициент усиления, а значит 
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меньше вероятность средней ошибки. Как и следовало ожидать, при случай-

ном входном сигнале вероятность средней ошибки больше (приблизительно 

раза в два), чем в случае известного (детерминированного) числа фотонов на 

входе. Остальные выводы справедливы и для этого случая. 

 На рис. 3 представлены зависимости вероятности средней ошибки eP  от 

интегрального параметра иммиграции фотонов T   при трех различных 

параметрах поглощения T  . На всех кривых 1, 1T     . Кривые 1 на 

этом рисунке построены для 0.1  , кривые 2 – для 0.5  , кривые 3 – для 

1  . 

 
Рис.3. Зависимость вероятности средней ошибки от параметра иммиграции фотонов 

  

Из анализа рис.3 следует, что вероятность средней ошибки eP  возраста-

ет с ростом параметра иммиграции фотонов  . Это объясняется всё той же 

формулой (15), из которой видно, что рост параметра иммиграции соответст-

вует увеличению шума спонтанного излучения усилителя. Причем скорость 

роста вероятности средней ошибки тем больше, чем больше коэффициент 

усиления (чем меньше  ). Остальные выводы аналогичны выводам к рис.2. 

 На рис. 4 представлены зависимости вероятности средней ошибки eP  от 

интегральной интенсивности темнового тока фотодетектора   при трех раз-

личных значениях параметра поглощения T  . На всех кривых 

1, 1T T       . Кривые 1 на этом рисунке построены для 0.1  , кривые 
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2 – для 0.5  , кривые 3 – для 1  . Кроме того,  на этом рисунке кривой 4 

представлена зависимость  вероятности средней ошибки eP  от интегральной 

интенсивности темнового тока фотодетектора   при отсутствии усилителя. 

Несложно показать, что эта вероятность описывается формулой: 

    ( ) 1 ( , ) ( 1)! ( 1, ) ! / 2EP h h h h h        .                        (16) 

 
Рис.4. Зависимость вероятности средней ошибки от интенсивности  

темнового тока фотодетектора 

 Из анализа рис.4 видно, что вероятность средней ошибки eP  возрастает 

с ростом интенсивности темнового тока  , т.к. увеличивается суммарный 

шум. Скорость возрастания вероятности тем меньше, чем больше коэффици-

ент усиления, т.к. в этом случае он не влияет на скорость приращения сум-

марного шума. Как и следовало ожидать, при случайном входном сигнале 

вероятности полной ошибки существенно больше, чем при детерминирован-

ном. Остальные выводы справедливы и для этого случая. Из сравнения веро-

ятностей ошибок при наличии и при отсутствии усилителя можно сделать 

следующие выводы. Наличие предусилителя может привести как к улучше-

нию, так и к ухудшению эффективности обнаружения сигналов: все зависит 

от его характеристик, а точнее, от соотношения между такими его парамет-

рами, как  ,  и  . Очевидно, что наличие предусилителя будет способст-

вовать повышению эффективности обнаружения оптического сигнала с рос-
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том параметра рождения   и с уменьшением параметров поглощения   и 

иммиграции  . Кроме того, результат сравнения также зависит от интенсив-

ности темнового тока  . Точные количественные результаты подобного 

сравнения видны из рис.4, а также следуют из формул (6)-(8), (13), (14) и 

(16). 

 ЗАКЛЮЧЕНИЕ. В статье подробно исследована модель лазерного уси-

лителя при использовании ветвящихся процессов типа процессов «рождения-

гибели-иммиграции». Приведено физическое обоснование подобной модели. 

Выполнен точный расчет характеристик числа фотонов на выходе усилителя. 

Получены и исследованы характеристики обнаружения слабых оптических 

сигналов стандартным приемником прямого усиления с использованием пре-

дусилителя, описываемым моделью среды типа «рождения-гибели-

иммиграции». Определены условия повышения эффективности обнаружения 

оптических сигналов приемниками с предусилителями. Выполнен сравни-

тельный анализ эффективности обнаружения оптических сигналов с исполь-

зованием и без использования предусилителей. Определены условия, при ко-

торых применение предусилителя позволяет повысить эффективность 

обнаружения. Полученные результаты позволяют осуществить обоснован-

ный выбор структуры приемного устройства слабых оптических сигналов, а 

также определить параметры предусилителя, обеспечивающего заданную 

эффективность обнаружения. 
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