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Синтезированы квазиправдоподобный и максимально правдоподобный алгоритмы оценки длительности регулярного радио-
сигнала с частично неизвестными амплитудой и начальной фазой в предположении, что решающая статистика дважды диф-
ференцируема по неизвестным параметрам. Определены характеристики синтезированных алгоритмов. Найдены величины 
расстроек амплитуды и начальной фазы, при которых квазиправдоподобный алгоритм оценки длительности обладает более 
высокой точностью, чем максимально правдоподобный. 

Ключевые слова: длительность, амплитуда, начальная фаза, оценка, смещение, дисперсия, рассеяние. 

Quasilikehood and maximum likelihood algorithms for estimating the regular radiosignal duration with a partially unknown amplitude 
and initial phase. It was assumed that the decisive statistics twice differentiable in the unknown parameters. Characteristics of the 
synthesized algorithms are found. The found values of the detuning amplitude and initial phase in which quasilikehood algorithm for 
estimating the duration has higher accuracy than maximum likelihood. 

Keywords: duration, amplitude, initial phase, estimation, bias, variance. 

Задача приема радиосигнала с неизвестной длительностью, наблюдаемого на фоне шума, актуальна в практи-
ческих приложениях теории связи, локации, навигации и не раз обсуждалась в литературе [1−7]. Так, ранее была 
рассмотрена оценка длительности регулярного радиосигнала с известной амплитудой и начальной фазой [4], оцен-
ка длительности регулярного радиосигнала с неизвестными амплитудой и начальной фазой [4], оценка длительно-
сти разрывного радиосигнала с неизвестными амплитудой и начальной фазой [8, 9]. Однако возможна ситуация, 
когда амплитуда и начальная фаза радиосигнала известна лишь частично, то есть истинные значения амплитуды и 
начальной фазы точно неизвестны, но известны некоторые ограниченные интервалы, которым принадлежат эти 
значения. Таким образом, частично неизвестная величина – это величина (амплитуда или начальная фаза), извест-
ная только с точностью до некоторого априорного интервала. Ранее была рассмотрена оценка длительности регу-
лярного сигнала с частично неизвестной амплитудой [10].  

№ 6
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Ц е л ь  д а н н о й  р а б о т ы  – рассмотреть алгоритмы оценки длительности регулярного радиосигнала с 
частично неизвестными амплитудой и начальной фазой. 

Пусть в течение интервала времени [0, ]t T  наблюдается реализация ( )t  аддитивной смеси сигнала и шума: 

     0 0 0, , ,t s t a n t    , 

где 0 0 0( , , , )s t a    – полезный узкополосный радиосигнал: 

     0 0 0 0 0 0 0, , , / coss t a a f t t      ; (1) 

( )n t  – гауссовский белый шум с односторонней спектральной плотностью 0N ; 0 0 0, ,a    – истинные значения со-

ответственно амплитуды, начальной фазы и эквивалентной длительности радиосигнала 0 0 0( , , , )s t a   .  

Функция ( )f x  описывает форму огибающей принимаемого сигнала и нормирована так, что 

   2 max 1f x dx f x




  . 

Необходимо, располагая наблюдаемой реализацией  t , сформировать оценку эквивалентной длительности. 

Для синтеза алгоритма оценки воспользуемся методом максимального правдоподобия (МП) [1, 2, 4], согласно 
которому оценка длительности совпадает с положением абсолютного (наибольшего) максимума логарифма функ-
ционала отношения правдоподобия (ФОП). Однако при неизвестных длительности, амплитуде и начальной фазе 
радиосигнала  , , ,s t a    логарифм ФОП зависит от трех неизвестных параметров [1, 2, 4]: 

       2

0 00 0

2 1
, , , , , , , ,

T T

L a t s t a dt s t a dt
N N

         . (2) 

Следовательно, имеется априорная параметрическая неопределенность относительно амплитуды и начальной 
фазы. Первым способом преодоления этой неопределенности является применение квазиправдоподобного (КП) 
алгоритма оценки, согласно которому вместо неизвестных амплитуды и начальной фазы в выражении (2) исполь-
зуются их некоторые ожидаемые (прогнозируемые) значения a  и   . Тогда вместо логарифма ФОП необходимо 
формировать решающую статистику как функцию оцениваемого параметра  : 

       2

0 00 0

2 1
( ) , , , , , , , ,

T T

L L a t s t a dt s t a dt
N N

               . (3) 

Квазиправдоподобная оценка (КПО) длительности определяется положением максимума решающей стати-
стики (3): 

 argsupˆ L   . (4) 

Поскольку амплитуда а  и начальная фаза   опорного сигнала ( , , , )s t a    в (3) в общем случае не совпадают с 

истинными значениями 0a  и 0 , будем называть оценку (4) квазикогерентной. 

Выполним анализ КП алгоритма оценки длительности. Для этого представим решающую статистику (3) в ви-
де суммы сигнальной и шумовой составляющих: 

     L S N    . 

Сигнальную и шумовую составляющие запишем в следующем виде: 

           
22

02
0 0 0

0

1
1 cos Δ ,

2

z a
S z a S Q


     




   , 

         0
0 0

0 0

2 1
cos/ Δ

T
a a

N f t n t dt
N

t


   


     , 

где 

     00 0
0 0

/, /
1

T

S f f tt dt 


  ,      2

0

/
T

Q f dtt   ,   0

0

a a
a

a
 




,   0      (5), (6), (7), (8) 

 – величины, характеризующие расстройки ожидаемых значений амплитуды и начальной фазы узкополосного ра-
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диосигнала относительно их истинных значений; 
2 2
0 0 0 0z a N  (9) 

 – отношение сигнал/шум (ОСШ) на выходе приемника МП для радиосигнала с амплитудой 0a , начальной фазой 

0  и длительностью 0 . 

Учитывая, что время наблюдения много больше длительности радиосигнала   ,T   устремим пределы ин-

тегрирования в (5) к бесконечности: 

   0 0
0 0

,S f x f x dx
  
 





 
  

  . 

Введем нормированные формулы для логарифма ФОП, сигнальной и шумовой составляющих: 2
0( ) ( ) ,nL L z    

2
0( ) ( ) ,S S z   0( ) ( )N N z  . При этом ( )N   представляет собой гауссовский СП с нулевым математическим 

ожиданием и корреляционной функцией      2
1 2 0 1 2, 1 ,K a S      . Тогда для нормированного логарифма ФОП 

можем записать 

0( ) ( ) ( )nL S N z     . (10) 

Оценка длительности (4) радиосигнала может быть найдена как решение уравнения правдоподобия [4] 

 
ˆ

0ndL d


    
  (11) 

при условии  2 2

ˆ
0nd L d


    

 . 

Определим характеристики оценки (4) при больших ОСШ ( 0 1z  ). Согласно (10) с ростом ОСШ оценка (4) 

сходится в среднеквадратическом к положению максимума сигнальной составляющей  S   [4]  arg sup S   . 

Найдем приближенное решение уравнения (11), Для этого используем метод малого параметра [4], в качестве ко-
торого выберем величину ε, обратную ОСШ: 01 z  . 

Ограничимся рассмотрением случая 1a   [4]. Разлагая левую часть уравнения (11) в ряд Тейлора по   в 

окрестности   и учитывая лишь первое приближение, методом малого параметра получим условные значения 

смещения  ˆb  , дисперсии  ˆD   и рассеяния  ˆV   квазикогерентной КПО (4) длительности радиосигнала [4]: 

  0 0ˆ ˆb        , (12) 

        22
2 0

2 2 2
0

ˆ
1

ˆ
cos  

ˆ
Δ

df x
D x dx

dxz

 
  







 
   

 
  , (13) 

   2 2
0ˆ ˆV V b D         , (14) 

где 0

0

 






; 
       

2
2

2
2 1 1

df x d f x
x f x dx x f x dx

dx dx
  

 

 

           . 

Если амплитуда и начальная фаза принимаемого радиосигнала априори известны ( 0,a a  0  , 0,a   

Δ 0  ), то квазикогерентная КПО длительности регулярного радиосигнала совпадает с оценкой максимального 
правдоподобия (ОМП) длительности сигнала с априори известными амплитудой и начальной фазой [4]. В данном 
случае ОМП длительности является условно несмещенной и значения условных дисперсии и рассеяния совпадают 
и имеют вид 

 
122

0
2
0

m m

df x
D x dx

dz
V

x






  
   
   

  . (15) 

В качестве примера, иллюстрирующего полученные результаты, рассмотрим оценку длительности колоколь-
ного радиоимпульса, форма огибающей которого описывается функцией 

  2exp 2f x x    . (16) 
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Подставим функцию (16) в формулы (12)−(14), получим выражения для условных значений смещения, дис-
персии и рассеяния: 

   
 

2 3 2 3

0 1 3

2 cosΔ 1
1

1

a
b

a

 




 
 



 
 
  
 

 ,   
 

 

52
2
0

2 3 2
0

1 1

24 1 cos Δ
mD D

z


 

    


 , 

   
 

 

 

52 22 3 2 3 2
2 0
0 1 3 2 3 2

0

1 12 cosΔ 1
1  

241 1 cos Δ

a
V

za

  
  

 
 

       
   

 

 . (17) 

В частном случае, когда 0a   и 0  , квазикогерентная КПО переходит в ОМП с характеристиками (15) 

0mb  ,    2 2
0 04 3m mD V z   . 

Для сравнения точности квазикогерентной КПО длительности (4) с точностью ОМП при известных амплиту-
де и начальной фазе, введем в рассмотрение величину проигрыша 

 
 

 

52

32 2 2
0 3 2

1 11
24 1 cos Δ

32 1 cos Δm

V
z

V


   

 

         
 

 


. (18) 

Проигрыш показывает, во сколько раз рассеяние КПО (4) больше рассеяния ОМП длительности радиосигнала с 
известными амплитудой и начальной фазой, характеризуя таким образом влияние априорного незнания амплитуды 
и начальной фазы на точность оценки длительности. 

На рис. 1 представлены графики зависимости относительного смещения 0b    (а) и проигрыша (18) от 

относительной расстройки амплитуды a  (7) (б) и от расстройки начальной фазы Δ  (8) (в). Как видно из рис. 1, 
точность квазикогерентной КПО длительности ухудшается с увеличением значений относительной расстройки 
амплитуды (7) и расстройки начальной фазы (8) в несколько раз. Следовательно, квазикогерентный КП алгоритм 
оценки длительности имеет лучшую эффективность в случае малых расстроек амплитуды и начальной фазы или 
при больших значениях ОСШ, а априорное незнание амплитуды и начальной фазы может привести к существен-
ному снижению точности оценки длительности. 

С целью улучшения точности оценки длительности радиосигнала можно применить МП-алгоритм, основан-
ный на поиске абсолютного максимума логарифма ФОП: 

 arg supm aL 


  , (19) 

где      
,

, , sup , ,a m m
a

L L a L a


      . 

  
 а) б) в) 

Рис. 1. Графики зависимости относительного смещения от относительной расстройки амплитуды δa для ∆φ = 0 (сплошная ли-
ния), π/8 (пунктирная линия) и π/4 (штриховая линия) (а) и графики проигрыша квазикогерентной КПО длительности от отно-
сительной расстройки амплитуды δa для ∆φ = π/8 и z0 = 4 (сплошная линия), 8 (пунктирная линия) и 12 (штриховая линия) (б) 
и от расстройки начальной фазы ∆φ для z0 = 5 и δa = −0,4 (сплошная линия), 0 (пунктирная линия) и 0,4 (штриховая линия) (в) 



Синтез и анализ алгоритмов и устройств обработки сигналов 

  9 Радиотехника”, 2018 г., № 3

Выполнив максимизацию логарифма ФОП (2) по a  и   аналогично [9], получим 

       2 20
1 1a

N
L X Y

Q   


    , (20) 

где      1 0
0 0

2
( ) cos

T

X t f t t dt
N

     ,        1 0
0 0

2
( ) sin

T

Y t f t t dt
N

     . 

Подставив в последние выражения реализацию  t , перепишем решающую статистику (20) в виде 

       1 2a aL S N N       , где  

     
2

20
0 0,

2a
z

S S
Q   


  (21) 

(функции  0 0,S    и  Q   определены формулами (5) и (6) соответственно); 

         0
1 0 0 0 0, cos sinc sN S N N

Q

      


       и    
 

   2 20
2 2

02
c s

N
N N N

a Q
  


     

 – шумовые составляющие логарифма ФОП; 

       0
0

0 0

2
cos

T

c
a

N f t n t t dt
N

    ;          0
0

0 0

2
sin

T

s
a

N f t n t t dt
N

    . 

Дисперсии случайных процессов  1N   и  2N   пропорциональны 2
0z  и 0

0z  соответственно. Введем норми-

рованные логарифм ФОП, сигнальную и шумовые составляющие: 2
0( ) ( ) ,na aL L z    2

0( ) ( ) ,na aS S z    

1 1 0( ) ( ) ,nN N z   2 2( ) ( )nN N  . Тогда нормированный логарифм ФОП запишем как 

       2
1 2na na n nL S N N         , (22) 

где 01 z  .  

При больших ОСШ (9) ( 0 1z  ) последним слагаемым в выражении (22) можно пренебречь, а нормирован-

ный логарифм ФОП переписать в виде 

     1na na nL S N      , (23) 

где  1nN   – гауссовский случайный процесс с нулевым математическим ожиданием и корреляционной функцией 

       
   

2
0 0 1 0 0 2 0 0 1 2

1 2
1 2

, , ,
,na

S S S
K

Q Q
      

 
 

 . (24) 

Некогерентная ОМП длительности (19) радиосигнала может быть найдена как решение уравнения правдопо-

добия [4]   0
m

adL d 
      при условии  2 2 0

m
ad L d 

     . 

Известно [4], что с ростом ОСШ (10) ОМП сходится в среднеквадратическом к истинному значению неиз-
вестного параметра, поэтому будем рассматривать логарифм ФОП (23) в окрестности 0.  Применяя метод малого 

параметра [4], находим статистические характеристики некогерентной ОМП: 

  0,a mb              

0

22 2
1 2 0

22
1 20

, ,1 na na
a m a m

K d S
D V

dz
 

 



   
 

  

            

. (25) 

Подставив функции (5), (6) в выражения (21) и (24), а затем (21) и (24) в (25), получим явный вид рассеяния 
ОМП длительности радиосигнала с колокольной огибающей (16): 

12
2 2

0 0
2 2
0 0

( ) 1 2

4a a
df x

V D x dx
dxz z

 
 






 
        

 
 . (26) 



Синтез и анализ алгоритмов и устройств обработки сигналов 

  10 Радиотехника”, 2018 г., № 3

Разделив выражение 

(26) на условную дисперсию 

ОМП в случае априори из-

вестных амплитуды и 

начальной фазы (15), полу-

чим проигрыш МП-

алгоритма для радиосигнала 

с неизвестными амплитудой 

и начальной фазой относи-

тельно МП-алгоритма с 

априори известными ампли-

тудой и начальной фазой: 

3

2
a

a
m

D

D


   .       (27) 

Для иллюстрации ра-

ционального выбора метода оценки длительности радиосигнала на рис. 2 приведены графики зависимости от рас-

строек амплитуды и начальной фазы рассеяния квазикогерентной КПО длительности (17), нормированного на рас-

сеяние ОМП (15) и рассеяния некогерентной ОМП длительности (27), нормированного на рассеяние ОМП (15). На 

рис. 2 приведены графики зависимости величины mV V    (18) (сплошные линии) и a a mV V    (27) (пунктир-

ные линии) от   (8) при 0, 2a   и 0 5z   (рис. 2,а) и от a  (7) при 8    и 0 5z   (рис. 2,б). 

Из рис. 2,а видно, что на интервалах 
4 6

       и 
6 4

     целесообразнее использовать некогерент-

ную ОМП длительности по сравнению с квазикогерентной КПО длительности, на интервале с 
6 6

      – ква-

зикогерентную КПО длительности. Из рис. 2,б видно, что на интервалах 1 0, 2а     и 0,3 1а   желательно 

использовать некогерентную ОМП длительности, на интервале 0, 2 0,3а    – квазикогерентную КПО длитель-

ности. 

 Полученные результаты анализа оценок длительности позволяют сделать обоснованный выбор алгоритма 

оценки в зависимости от имеющейся априорной информации и в зависимости от требований, предъявленных 

к степени простоты технической реализации алгоритма и к точности оценки. Если расстройка амплитуды и 

начальной фазы невелики, то целесообразно использовать КП-алгоритм оценки, в противном случае – МП-

алгоритм. Величина допустимой расстройки зависит от формы огибающей радиосигнала. 
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The estimation problem of a duration of the regular radiosignal with a partially unknown amplitude and initial phase. There are con-
sidered two methods of overcoming antecedent parametric indetermination: quasilikehood and maximum likehood algorithms of es-
timation. For the considered algorithms several characteristics of estimation of the duration of the radiosignal were determined. 
Among them are displacement, variance and estimation scattering. Comparison of a certainty of quasilikehood and maximum like-
hood estimation has been made. 
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