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Рассмотрена задача оценки величины регулярной спектральной плотности гауссовского стационарного стохастического сиг-
нала с априори неизвестной шириной полосы частот. Предложено два варианта преодоления априорной неопределенности: 
квазиправдоподобный алгоритм и совместная оценка максимального правдоподобия всех неизвестных параметров. Для рас-
сматриваемых алгоритмов синтезированы схемы формирования оценки и найдены ее характеристики. Определены потери в 
точности оценок, возникающие вследствие априорного незнания ширины спектральной плотности полезного сигнала. 
Ключевые слова: оценка параметра случайного сигнала, оценка величины спектральной плотности, квазиправдоподобный 
алгоритм, максимально правдоподобный алгоритм, характеристики оценки. 

The problem of estimating the value of the spectral density of the regular spectral density of the the gaussian stationary stochastic 
signal with a priori unknown bandwidth is considered. Two variants for overcoming a priory uncertainty are proposed: quasi-
likelihood algorithm and joint estimation of all unknown parameters. For the algorithms under consideration, structural schemes for 
estimating were proposed and characteristics of estimation were found. Loses in accuracy of estimation due to priory unknown of the 
bandwidth were defined. 
Keywords: estimation of parameter of random signal, estimation of value of PSD, quasi-likelihood algorithm, maximum likelihood al-
gorithm, estimation characteristics. 

Задача приема стохастических сигналов, наблюдаемых на фоне шума, актуальна для многих практических прило-
жений теории связи, локации, навигации и не раз обсуждалась в научной литературе [1−7] и др. В частности, суще-
ственный интерес вызывает задача оценки параметра спектра мощности случайного сигнала, наблюдаемого на 
фоне шума. Так, в [1] исследованы алгоритмы оценки ширины спектральной плотности флуктуирующего сигнала 
и найдены характеристики оценки. Однако довольно часто в практических приложениях неизвестной оказывается 
мощность принимаемого сигнала. Поэтому целесообразно рассмотреть алгоритмы оценки величины спектра мощ-
ности случайного сигнала, ширина спектра мощности которого неизвестна. В работах [3−5] исследовались оценки 
величины спектральной плотности сигнала, часть сопутствующих параметров которого неизвестна. Однако в них 
рассматривался случайный процесс, имеющий прямоугольную (разрывную) форму спектральной плотности. В [2] 
изучена оценка ширины регулярной (дифференцируемой) спектральной плотности сигнала с априори неизвестной 
величиной спектральной плотности.  

Ц е л ь  д а н н о й  р а б о т ы  – решить задачу синтеза и анализа ряда алгоритмов оценки величины регу-
лярной спектральной плотности сигнала с неизвестной шириной спектра мощности. 

Квазиправдоподобный алгоритм 

Пусть наблюдается аддитивная смесь стохастического сигнала и помехи 
( ) = ( ) ( ),   [0, ]x t t n t t T   , (1) 

где ( )t  – гауссовский стохастический стационарный сигнал с нулевым математическим ожиданием; ( )n t  – гаус-

совский белый шум с односторонней спектральной плотностью 0N .  

Процесс ( )t  имеет спектральную плотность (СП) вида  0 0 0 0 0( , , ) = 2G f     , где 0  и 0  – соответ-

ственно неизвестные величина и ширина СП сигнала; ( )f x  – функция, описывающая форму СП и удовлетворяю-
щая условиям 

2( ) 0,   ( ) = ( ),   max ( ) = ( ) = 1f x f x f x f x f x dx




   . 

Положим, что ширина спектра 0  принимает значения из априорного интервала min max[ , ]   и вычисляется 

по формуле 
2

2
0 0 0 0 0= ( , , ) ( , , )maxG d G


    





      , представляет собой эквивалентную полосу частот стоха-

стического сигнала, а величина СП принимает значения из априорного интервала min max[ , ]  .  
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Располагая наблюдаемой реализацией ( )x t  (1), необходимо сформировать оценку величины СП 0  случайно-
го процесса ( )t . 

Согласно алгоритму максимального правдоподобия (МП) [1, 6], оценка величины спектральной плотности m  
совпадает с положением наибольшего максимума логарифма функционала отношения правдоподобия (ФОП). Одна-
ко, когда неизвестны и величина, и ширина СП, логарифм ФОП зависит от двух неизвестных параметров [1, 6]: 

1 2 2 1 1 2
0 00 0

1 ˆ( , ) = ( ) ( ) ( , , ) ln 1
4

T T
T

L x t x t Q t t dt dt f d
N N

   






            , (2) 

где ˆ ( , , )Q t    – обратное преобразование Фурье от функции 

0

0

( / ) /
( , , ) =

( / ) / 1

f N
Q

f N

  
 




 
. (3) 

Следовательно, согласно (2) имеется априорная параметрическая неопределенность относительно ширины 
СП  . Для преодоления этой неопределенности можно предложить два подхода: 1) использовать вместо неиз-
вестной ширины СП   некоторое ожидаемое (прогнозируемое) значение *  – полученный таким образом алго-
ритм будет являться квазиправдоподобным (КП) [8]; 2) максимизировать логарифм ФОП по обоим неизвестным 
параметрам   и  , то есть находить совместные оценки МП [1] неизвестных параметров   и  , а затем исполь-
зовать только оценку величины СП. 

КП-приемник формирует решающую статистику, представляющую собой логарифм ФОП (2) для некоторой 
ожидаемой ширины СП *  и всех возможных значений величины СП min max[ , ]   : 

* * *
1 2 2 1 1 2 *

0 00 0

1 ˆ( ) = ( , ) = ( ) ( ) ( , ) ln 1
4

T T
T

L L x t x t Q t t dt dt f d
N N

    






           , (4) 

где функция *ˆ ( , )Q t   – обратное преобразование Фурье от функции * *( , ) = ( , , )Q Q      (3).  
Приемник определяет положение абсолютного максимума решающей статистики (4) и использует его в каче-

стве КП-оценки: 
*= arg sup ( )q L  . (5) 

Структура КП-приемника совпадает со структурой МП-приемника при известной величине спектральной 

плотности с тем отличием, что величина СП * , на которую настроен КП-приемник, не равна истинному значению 
величины СП 0  принимаемого сигнала. 

Преобразуем аналогично[6] логарифм ФОП (2) к виду ( , ) = ( , ) ( , )x cL L L      , в котором 

 2

0 00

1
( , ) = ( , , ) ,   ( , ) = ln 1

4

T

x c
T

L y t dt L f x dx
N N

  






 
    

   . 

Функция ( , , )y t    представляет собой сигнал на выходе линейного фильтра, на вход которого подается реа-
лизация наблюдаемых данных ( )x t . Передаточная функция этого фильтра ( , , )H     удовлетворяет условию 

2
( , , ) = ( , , )H Q     . Тогда при использовании КП-алгоритма решающая статистика может быть представлена 

в виде * * * *( ) = ( , ) = ( , ) ( , )x cL L L L       . 

Сформировать решающую статистику *( )L   на всем интервале возможных значений величины СП как не-
прерывную функцию   не удается. В связи с этим приходится использовать многоканальную схему приемного 

устройства, то есть формировать *( )L   только в конечном числе n  значений величины СП из априорного интер-

вала min max[ , ]  . Однако такая реализация будет лишь приближенно соответствовать КП-алгоритму (или МП-

алгоритму при *
0=  ). Приемник строится по многоканальной схеме, в которой каждый канал настроен на свое 

значение неизвестной величины СП 

min max min= ,   = ( ) / ( 1),   = 0, 1j j n j n            , 

где n  – число каналов. Схема одного канала приведена 

на рис. 1. 
В качестве оценки величины СП q  принимаются 

значения k , где k  – номер канала, сигнал на выходе 
 

Рис. 1. Схема одного канала КП-приемника 
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которого максимален. Для определения характеристик КП-оценки исследуем свойства решающей статистики 
*( )L  . Введем в рассмотрение сигнальную составляющую [6] 

* * 0 0
0

0 0 0

( )
( ) =< ( ) >= 1 ( ) ln 1 ( )

( )

f x
S L f x f x dx

f x N N N

      






               
  

и шумовую составляющую решающей статистики * * *( ) = ( ) ( )N L S   , а также соответствующую ей корреляци-

онную функцию 
2

* * * 1 2 0
1 2 1 2 0

1 0 2 0 0

( , ) =< ( ) ( ) >= 1 ( )
( ( ) ) ( ( ) )

B N N f x dx
f x N f x N N

        
 





 
     , 

где *
0= /   ; 

0 0= (4 )T  . (6) 

Перейдем к новой переменной 0= /q N  – нормированной величине СП. Так как величина 0N  предполагает-

ся известной, то, зная характеристики случайной величины 0q qq N , можно найти характеристики оценки q . 

При этом величина qq  лежит в априорном интервале min max[ , ]q q , где min min 0= /q N , max max 0= /q N , а истинному 

значению 0  соответствует величина 0 0 0= /q N . С учетом замены переменной, перепишем сигнальную состав-

ляющую и корреляционную функцию решающей статистики: 

   *
0 0 0

( )
( ) = 1 ( ) ln 1 ( )

( ) 1

qf x
S q q f x q f x dx

qf x
  





 
   

  , (7) 

 2* 1 2
1 2 0 0

1

( , ) = 1 ( )
( ( ) 1) ( ( ) 1)

q q
B q q q f x dx

q f x qf x
  





 
  . (8) 

В [6] показано, что при выполнении условия min min= 4 1T   , а, следовательно, и при 0 1  , решающая 

статистика (4) является асимптотически гауссовским случайным процессом. В этом случае для асимптотически 
полного вероятностного описания решающей статистики достаточно знать ее математическое ожидание (сигналь-
ную составляющую) (7) и корреляционную функцию (8). Необходимо заметить, что ввиду неоптимальности по-

строения приемного устройства максимум сигнальной функции *( )S q  в общем случае не совпадает с истинным 

значением 0q , то есть 

*
0arg sup ( )q S q q  . (9) 

Положение максимума сигнальной составляющей может быть найдено из решения уравнения 

1( ) 0
q

S q  , (10) 

где 

 
 

*

1 0 02

( ) ( )
( ) = = ( ) ( )

1 ( )

dS q f x
S q q f x qf x dx

dq qf x
  






 . (11) 

При этом из (10) и (11) видно, что при фиксированном 0q  положение максимума сигнальной функции зави-

сит от величины расстройки  : 

0( | )q q q  , (12) 

а при = 1  совпадает с истинным значением 0q q . 

Приближенное выражение для положения максимума сигнальной функции можно получить, разложив функ-
цию (7) в ряд Тейлора по q  в окрестности точки 0q . Ограничившись первыми тремя членами разложения, полу-

чим * * 2
0 1 0 0 2 0 0( ) = ( ) ( )( ) ( )( ) 2S q S q S q q q S q q q    , где 

 

2 *
2 0

2 02 3

( ) ( ) 2 ( ) 1
( ) = = ( ) .

1 ( )

d S q qf x q f x
S q f x dx

dq qf x





 


   

Следовательно, с учетом (10) имеем приближенное положение максимума функции *( )S q : 

0 1 0 2 0( ) / ( )aq q S q S q  . (13) 
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Для нахождения характеристик оценки применим метод малого параметра [1, 6], заключающийся в поиске 
решения уравнения 

* * *( ) = ( ) ( ) = 0
q qq q

dL q dq dS q dq dN q dq        (14) 

в виде ряда по степеням малого параметра = 1/ z , где 2 *2 *( ) ( , )qz B qS q    – отношение сигнал/шум (ОСШ). По-

лагая 2z  достаточно большим (что можно обеспечить увеличением 0 ), разложим левую часть уравнения (14) в 
ряд по q  в окрестности точки q . Группируя члены с одинаковой степенью   и ограничиваясь первым приближе-

нием, получим 0 1=qq q q , где 
* 2 *

1 2

( ) ( )

q q

d q d S q

d

N
q

q qd

   
    

    

. 

В результате для условных смещения и дисперсии КП-оценки получим 

0 0 0 0| , )( q qq qb qq q q     , 2 2 2
0 0 2| , ) ( ) ( ) / (( )q q qq q q m q S qD q          (15), (16) 

где 

 
 

22 *
02 21 2

0 4
1 2 = =1 2

1 ( )( , )
( ) = = ( )

1 ( )q q q

q f xB q q
m q f x dx

q q qf x





  
     




  . 

Согласно (15) оценка qq  является несостоятельной. Для расчета смещения и дисперсии КП-оценки q  необ-

ходимо полученные выражения 0( | )qb q q  (15) и 0( | )qD q q  (16) для КП-оценки нормированной величины СП qq  

умножить соответственно на 0N  и 2
0N . 

Рассмотренный КП-алгоритм оценки величины СП при неиз-
вестной ширине СП переходит в алгоритм МП при известной ши-
рине СП, если выбранное предполагаемое значение ширины СП 
совпадает с истинным значением, то есть 0 0= arg sup ( , )m L   , 

*
0.   При этом положение максимума сигнальной составляю-

щей совпадает с истинным значением. Поэтому оценка МП 0m  
величины СП является несмещенной. Для дисперсии и рассеяния 
оценки нормированной величины СП 0 0 0= /m mq N , положив в 

(16) = 1 , 0q q , получим 2
0 0 0 0 0( | ) ( | ) =m mD q q V q q m , где 

 

2
2
0 0 2

0

( )
=

1 ( )

f x
m dx

q f x



  . 

В качестве примера рассмотрим оценку величины СП сигна-
ла, форма СП которого имеет вид 

 
12

( ) = 1 2f x x


   . (17) 

Отличие ожидаемой ширины СП *  от истинного значения 
будем характеризовать величиной относительной расстройки 

*
0 0) /= ( = 1     . Рассмотрим зависимость относительно-

го смещения оценки 

0 0 0 0= ( | ) = ( | )q qb b q q q                                                   (18) 

от величины расстройки приемника  . Положение максимума сиг-
нальной составляющей q  может быть найдено либо по приближен-
ной формуле (13), либо из решения уравнения (10). В первом слу-
чае, подставляя полученное значение положения максимума сиг-
нальной составляющей в (15) и (18), получим приближенное значе-
ние относительного смещения a . Во втором случае получим точ-
ное значение относительного смещения  . 

На рис. 2 и 3 построены графики зависимости величин   и 

a  от расстройки   для значений 0 = 0, 2q  и 0 = 2q  соответ-
ственно, из которых следует, что положение максимума сигнальной 
функции смещается с ростом величины расстройки   тем силь-
нее, чем больше 0q . Кроме того, область возможных значений рас-

 

Рис. 2. Графики смещения КП-оценки при q0 = 0,2 

 

Рис. 3. Графики смещения КП-оценки при q0 = 2 



Синтез и анализ алгоритмов и устройств обработки сигналов 

  16 Радиотехника”, 2018 г., № 3

стройки, в которой точное и приближенное значения смещений дают примерно одинаковый результат, уменьшается с 
ростом 0q . Так, при 0 = 0, 2q  приближенная формула отличается от точной не более чем на 10%, если *  отклоня-
ется от 0  не более чем на 50%. В то же время при 0 = 2q  такую же точность можно получить, если < 25% . 

Введем в рассмотрение величину нормированного рассеяния 
2 2

0 0 0 0 0
0 0

0 0 0 0

( | , ) ( | , )
( , , ) = =

( | ) ( | )*
q q

q
m m

V q D q q
q

V D q q

  
  

 
  

 , 

которая характеризует точность КП-оценки q  (5) по сравнению с точностью МП-оценки 0m . Дисперсии КП и 

МП оценок величины СП 0 0,( | )q qD q   (16) и 0 0( | )mD q q  для сигнала, форма СП которого имеет вид (17), будут 

определяться формулами 
2

2
0 0 0

0 0 2 2 4 2 2 3
0 0 0

1 ( , , 0, ) 1 2 ( , , 0, ) ( , , , 0)
( | , ) =

2 (1 ) ( , , , 0) (1 ) ( , , , 0)
q

x q x q x q
D q q dx dx

x x q x x q

 

 

       
       

 
      
     

, (19) 

1
3/2

2 0
0 0 02 2

0 0

1 (1 )
( | ) = ( , , 0, 0) =

2 (1 )
m

q
D q q x q dx

x

 
 






   
  

 , (20) 

где 2 2
0 0( , , , ) = 1 ( 1) 1 ( 1)x q q x           . 

На рис. 4 показана зависимость нормирован-
ного рассеяния q  от величины расстройки  . 

при 0 = 100  для значений 0 = 0,5q , 0 = 2q  и 

0 = 10q . Из рис. 4 видно, что с увеличением рас-

стройки приемника быстро растет рассеяние оцен-
ки. При этом чем больше 0q , тем рассеяние растет 

быстрее. Кроме того, в случае *
0>   рассеяние 

растет медленнее, чем при *
0<  . Наличие от-

клонения значения ожидаемой ширины СП от ее 
истинного значения приводит к существенному 
ухудшению точности оценки величины СП стоха-
стического сигнала. 

Максимально правдоподобный алгоритм 

Для улучшения точности оценки величины СП можно применить МП-алгоритм, основанный на замене неизвест-
ной ширины СП ее оценкой МП [1]. Тогда МП-алгоритм должен определять положение абсолютного (наибольше-
го) максимума логарифма ФОП = arg sup ( )m L  , где функция 

( ) = ( , ) sup )( ,=mL L L  


  (21) 

представляет собой логарифм ФОП (2), в котором вместо неизвестной ширины СП используется ее оценка МП 

m , что равносильно максимизации (2) по  . 

Получить функцию (21) в явном виде в общем случае не удается. Поэтому приемник должен определять по-
ложение максимума случайного поля ( , )L   , что приводит к необходимости использования многоканальной схе-

мы не только по  , но и по  . Многоканальный приемник должен формировать логарифм ФОП для n  значений 

  при постоянной величине СП   и для n  значений   при постоянной ширине СП  . Таким образом, МП из-

меритель величины СП имеет n n   каналов. В каждом канале формируется логарифм ФОП для дискретных значе-

ний j  и i  из априорных интервалов min max[ , ]   и min max[ , ]  , где  

min max min= , = ( ) / ( 1), = 0, 1,j j n j n               min max min= , = ( ) / ( 1), = 0, 1.i i n i n           

Схема одного канала с индексами ( , )j i  аналогична схеме формирования КП-оценки, показанной на рис. 1, с 

тем отличием, что передаточную функция фильтра *( , , )jH     на рис. 1 необходимо заменить на ( , , )j iH    , а 

величину *( , )c iL    – на ( , )c j iL   . В качестве МП-оценки величины СП m  принимаются значения j , соответ-

ствующее каналу, выходной сигнал которого наибольший. 

 

Рис. 4. Графики нормированного рассеяние КП-оценки 
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Определим характеристики совместного МП-алгоритма оценки. Сигнальная составляющая в этом случае 
имеет вид 

 0

0 0 0 0

( )
( , ) =< ( , ) >= 1 ln 1

4 ( )

T f x
S L f x f x dx

f x N N N

   
 





                        
 . 

В [1] показано, что оценка МП при увеличении ОСШ является асимптотически несмещенной и эффективной. 
Определим дисперсию эффективной оценки. Для этого запишем информационную матрицу Фишера [7] 

2

2

ˆ =
S S

I
S S



 

 



 
 
 

, в которой 

2 2
0

2 2 2 2
0 0,0 0

( , ) ( )
= =

4 ( ( ) 1)

S T f x
S dx

N q f x





 



 

  


  , (22) 

 
2

20
0

0,0 0

( , ) ( )
= = ( ) ( ) 1

4

S Tq df x
S x f x q f x dx

N dx



 





 

 


   , (23) 

 
22 2

20
2 02

0,0 0

( , ) ( )
= = ( ) 1

4

S Tq df x
S x q f x dx

dx









 

        . (24) 

Согласно [1, 7] дисперсия совместной оценки параметра   определяется как 

 2 1
m 0 0 m 0 0 22

ˆ( | , ) =< ( ) | >=D I       , (25) 

где 1Î   – матрица, обратная к информационной матрице Фишера.  
Вычисляя матрицу 1Î  , находим дисперсию оценки m : 

2
0 0 2 2 2( | , ) =mD S S S S          , (26) 

где 2S  , 2S  , S  определяются из (22)−(24). 

Подставляя (17) в (22)−(25) и (26), получаем выражение для дисперсии МП-оценки величины СП для сигнала, 
форма СП которого имеет вид (17) 

2
0 0 0 0 0( | , ) = (1 )mD N q    . (27) 

Оценка величины СП с неизвестной шириной СП при использовании МП-алгоритма несмещенная. Характери-
зовать ее точность будем величиной нормированного рассеяния совместной МП-оценки: 

0 0 0 0
0 0

0 0 0 0

( | , ) ( | , )
( ) = = = 1

( | ) ( | )
m m

m
m m

V D
q q

V D

   
   

 
 , (28) 

которая представляет собой отношение рассеяния совместной МП-оценки к рассеянию МП-оценки при известной 
ширине СП 0  и описывает проигрыш в точности совместной МП-оценки величины СП при априори неизвестной 

величине 0  по сравнению с точностью МП-оценки величины СП при априори известной ширине СП. В формуле 

(28) 0 0( | , )mD     определяется в соответствии с (27), а 0 0( | )mD    – в соответствии с (20). 
На рис. 5 представлены зависимости нормированных рассеяний КП и совместной МП-оценок величины СП 

от величины расстройки  . Из рис. 5 видно, что в 
некотором интервале значения   рассеяние КП-
оценки меньше рассеяния совместной МП-оценки. 
При 0 = 0,5q  это верно для значений   в пределах 

от 5%  до 9% . С увеличением 0q  этот интервал 

уменьшается. Так, при 0 = 2q  рассеяние КП-оценки 
меньше рассеяния совместной МП-оценки при 

= 4%  . 
Из рис. 5 также видно, что увеличение отноше-

ния величины СП сигнала к величине СП шума при-
водит к увеличению нормированного рассеяния m  

(28). Таким образом, чем больше значение 0q , тем 
менее точна совместная МП оценка величины СП сиг-
нала с неизвестной шириной СП по сравнению со слу-

 

Рис. 5. Графики зависимости проигрыша в точности КП и МП 
оценок величины СП вследствие незнания ширины СП 
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чаем, когда ширина СП априори известна. Это означает, что качество оценки сильно зависит от величины отношения 
истинной величины СП 0  к величине СП шума 0N . 

 Полученные выражения для характеристик различных алгоритмов оценки величины СП стохастического 
сигнала с неизвестной шириной СП позволяют сделать обоснованный выбор необходимого алгоритма оценки 
в зависимости от имеющейся априорной информации о ширине СП, а также от требований, предъявляемых к 
простоте реализации алгоритма и точности оценки. 

Авторы выражают благодарность своему Учителю – Андрею Павловичу Трифонову за постановку и актив-
ное участие в решении задач данной статьи. 
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