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Ââåäåíèå

Íàñòîÿùåå ïîñîáèå ñîäåðæèò ëåêöèîííûé ìàòåðèàë êóðñà ¾Ýëåêòðîäè�
íàìèêà¿, ÷èòàåìîãî ñòóäåíòàì ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ïî ñïåöèàëüíîñòè
¾Ôèçèêà¿. Âûáîð òåì áûë îïðåäåëåí Ãîñóäàðñòâåííûì îáðàçîâàòåëüíûì
ñòàíäàðòîì, îáúåì ìàòåðèàëà � êîëè÷åñòâîì ÷àñîâ, îòâåäåííûõ íà ëåêöèè.
Êàê è äðóãèå ðàçäåëû òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè, êóðñ ýëåêòðîäèíàìèêè îïè�
ðàåòñÿ íà çíàíèÿ, ïîëó÷åííûå ðàíåå â êóðñàõ îáùåé ôèçèêè, íî õàðàêòå�
ðèçóåòñÿ èñïîëüçîâàíèåì çíà÷èòåëüíî áîëåå ðàçâèòîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àï�
ïàðàòà. Òðåáîâàíèÿ ê ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêå ñîñòîÿò ïðåæäå âñåãî âî
âëàäåíèè âåêòîðíûì àíàëèçîì è èíòåãðàëüíûì èñ÷èñëåíèåì âåêòîðîâ. Íà
ïîâòîðåíèå îñíîâíûõ ïîëîæåíèé ýòèõ ðàçäåëîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà
îòâåäåíî íåñêîëüêî çàíÿòèé ïî ðåøåíèþ çàäà÷.

Ìû ñëåäóåì ñïîñîáó èçëîæåíèÿ ýëåêòðîäèíàìèêè, ïðè êîòîðîì ñíà÷àëà
íà îñíîâå îïûòíûõ çàêîíîâ ýëåêòðîìàãíåòèçìà ôîðìóëèðóþòñÿ óðàâíåíèÿ
Ìàêñâåëëà äëÿ âàêóóìà, à çàòåì ñ èõ èñïîëüçîâàíèåì ðàññìàòðèâàåòñÿ ýëåê�
òðîìàãíèòíîå ïîëå â ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ñèòóàöèÿõ: ïîñòîÿííûå ïîëÿ,
ïåðåìåííûå ïîëÿ, èçëó÷åíèå è ðàññåÿíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí. Ïîñêîëü�
êó ýëåêòðîäèíàìèêà áûëà ïåðâîé ðåëÿòèâèñòñêè èíâàðèàíòíîé òåîðèåé, òî
åñòåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå â åå ðàìêàõ êóðñà ñïåöèàëüíîé òåîðèè îò�
íîñèòåëüíîñòè. Ïðè ýòîì íàðÿäó ñ ÿâíî ðåëÿòèâèñòñêè èíâàðèàíòíîé ôîð�
ìóëèðîâêîé ýëåêòðîäèíàìèêè èçó÷àåòñÿ òàêæå ðåëÿòèâèñòñêàÿ ìåõàíèêà.
Ýëåêòðîìàãíèòíûå ÿâëåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå, çàïîëíåííîì âåùåñòâîì, òðåáó�
þò îñîáîãî ðàññìîòðåíèÿ, îñíîâàííîãî íà óñðåäíåíèè ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí
ïî ¾ôèçè÷åñêè áåñêîíå÷íî ìàëûì¿ îáúåìàì, ñãëàæèâàþùåì ìèêðîñêîïè�
÷åñêèå êîëåáàíèÿ ýòèõ âåëè÷èí, ñâÿçàííûå ñ ìîëåêóëÿðíûì ñòðîåíèåì âå�
ùåñòâà. Ñîîòâåòñòâåííî, êóðñ ñîñòîèò èç òðåõ ÷àñòåé:

1) ýëåêòðîìàãíèòíûå ÿâëåíèÿ â âàêóóìå (ìèêðîñêîïè÷åñêàÿ ýëåêòðîäè�
íàìèêà);

2) ñïåöèàëüíàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè (ýëåêòðîäèíàìèêà â ðåëÿòèâèñò�
ñêîé ôîðìå);

3) ýëåêòðîìàãíèòíûå ÿâëåíèÿ â âåùåñòâå (ìàêðîñêîïè÷åñêàÿ ýëåêòðîäè�
íàìèêà).

Íà èçó÷åíèå ïåðâîé ÷àñòè îòâîäèòñÿ ïåðâûé ñåìåñòð, âòîðàÿ è òðåòüÿ
èçó÷àþòñÿ âî âòîðîì ñåìåñòðå.

Êàæäûé ðàçäåë ïîñîáèÿ ñîäåðæèò ññûëêè íà ëèòåðàòóðó, êîòîðàÿ áóäåò
ïîëåçíà äëÿ óñòðàíåíèÿ íåÿñíîñòåé è äàëüíåéøåãî ÷òåíèÿ.
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Ìèêðîñêîïè÷åñêàÿ òåîðèÿ

ýëåêòðîìàãíèòíûõ ÿâëåíèé

â âàêóóìå

1. Óðàâíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

1.1. Çàêîíû ýëåêòðîìàãíåòèçìà êàê ðåçóëüòàò

îáîáùåíèÿ îïûòíûõ äàííûõ

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà. Ñïîñîáíîñòü ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö, ìèê�
ðî÷àñòèö è ìàêðîòåë ó÷àñòâîâàòü â ýëåêòðîìàãíèòíîì âçàèìîäåéñòâèè õà�
ðàêòåðèçóåòñÿ ýëåêòðè÷åñêèì çàðÿäîì, ïðè÷åì ñóùåñòâóþò çàðÿäû äâóõ
âèäîâ � ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå. Òåëà ñ îäíîèìåííûìè çàðÿäàìè
îòòàëêèâàþòñÿ, ñ ðàçíîèìåííûìè � ïðèòÿãèâàþòñÿ. Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî
âî âñåõ ÿâëåíèÿõ ïðèðîäû âûïîëíÿåòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà: çàðÿä íå
ìîæåò íè âîçíèêàòü èç íè÷åãî, íè èñ÷åçàòü, à òîëüêî ïåðåðàñïðåäåëÿåòñÿ
ìåæäó òåëàìè. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïîëíûé çàðÿä Q â íåêîòîðîé îáëàñòè ïðî�
ñòðàíñòâà ìîæåò èçìåíèòüñÿ òîëüêî çà ñ÷åò òîãî, ÷òî çàðÿæåííûå ÷àñòèöû
ïåðåñåêàþò ãðàíèöó îáëàñòè. Ââåäåì ïîíÿòèå ïîëíîãî òîêà J êàê êîëè÷å�
ñòâà çàðÿäà, êîòîðûé ïåðåñåêàåò ãðàíèöó îáëàñòè â åäèíèöó âðåìåíè t. Áó�
äåì ñ÷èòàòü, ÷òî J > 0, åñëè çàðÿä ¾âûòåêàåò¿ èç îáëàñòè, è J < 0, åñëè
çàðÿä ¾âòeêàåò¿ â îáëàñòü. Òîãäà çàêîí ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà (â èíòåãðàëüíîé
ôîðìå) ìîæåò áûòü âûðàæåí óðàâíåíèåì

dQ(t)

dt
= −J. (1.1)

Ââåäåì òåïåðü ïîíÿòèå ïëîòíîñòè çàðÿäà è ïëîòíîñòè òîêà è ïåðåïè�
øåì (1.1) â äðóãîì âèäå. Ïóñòü èìååòñÿ òåëî ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì çàðÿ�
æåííûõ ÷àñòèö â íåì. Ðàçîáüåì îáúåì V íà ìàëûå ýëåìåíòû (ôèçè÷åñêè
áåñêîíå÷íî ìàëûå îáúåìû) ∆V òàêèå, ÷òî ∆V ≪ V , íî â ∆V âñå åùå ñîäåð�
æèòñÿ ìíîãî ýëåìåíòàðíûõ çàðÿäîâ, òàê ÷òî îòíîøåíèÿ òèïà ∆Q/∆V , ãäå
∆Q =

∑
i∈∆V

ei � ïîëíûé çàðÿä âíóòðè ∆V , ìàëî ìåíÿþòñÿ ïðè èçìåíåíèè

∆V . Òàê êàê∆V ìàêðîñêîïè÷åñêè ìàë, òî åãî ïîëîæåíèå ìîæíî õàðàêòåðè�
çîâàòü åäèíñòâåííûì ðàäèóñ-âåêòîðîì r, ïðîâåäåííûì â êàêóþ-ëèáî òî÷êó
îáëàñòè ∆V . Íàçîâåì îòíîøåíèå

ρ(r, t) =
∆Q

∆V
(1.2)
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îáúåìíîé ïëîòíîñòüþ çàðÿäà â äàííîé òî÷êå. Ïîëíûé çàðÿä âî âñåì îáúåìå

Q =
∑

∆Q =
∑

ρ∆V −→
∫
V

ρ(r, t)dV.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñèñòåì, â êîòîðûõ ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä ìîæíî ðàñ�
ñìàòðèâàòü êàê ðàñïðåäåëåííûé íåïðåðûâíî, ïîëíûé çàðÿä åñòü èíòåãðàë
îò îáúåìíîé ïëîòíîñòè:

Q =

∫
V

ρ(r, t)dV. (1.3)

Åñëè â íåêîòîðîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà èìååòñÿ òîëüêî îäèí çàðÿä ea, òî,
î÷åâèäíî, îáúåìíóþ ïëîòíîñòü íåëüçÿ ââåñòè ñ ïîìîùüþ (1.2). Áóäåì â ýòîì
ñëó÷àå èñõîäèòü èç ñîîòíîøåíèÿ (1.3) è îïðåäåëèì ρ òàê, ÷òîáû âûïîëíÿ�
ëèñü ðàâåíñòâà

Q =

∫
V

ρ(r, t)dV =

{
ea, ra ∈ V,
0, ra ̸∈ V.

Òîãäà, î÷åâèäíî, ρ(r, t) ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç äåëüòà-ôóíêöèþ:

ρ(r, t) = eaδ(r− ra(t)),

ãäå ra(t) � ðàäèóñ-âåêòîð çàðÿäà ea. Íàïîìíèì, ÷òî δ(x) îïðåäåëÿåòñÿ êàê
ôóíêöèÿ, îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) ôóíêöèÿ ðàâíà íóëþ ïðè âñåõ x < 0 è ïðè âñåõ x > 0;
2) ôóíêöèÿ áåñêîíå÷íà ïðè x = 0;
3) èíòåãðàë îò ýòîé ôóíêöèè, âçÿòûé â ïðåäåëàõ îò −∞ äî ∞, ðàâåí 1.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ââîäèòñÿ òðåõìåðíàÿ äåëüòà-ôóíêöèÿ δ(r). Èç

ñâîéñòâ äåëüòà-ôóíêöèè ñëåäóåò îñíîâíîå ñîîòíîøåíèå∫
V

f(r)δ(r− ra)dr = f(ra), åñëè ra ∈ V,

êîòîðîå áûëî èñïîëüçîâàíî ïðè ââåäåíèè îáúåìíîé ïëîòíîñòè òî÷å÷íîãî
çàðÿäà.

Åñëè èìååòñÿ íåñêîëüêî òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ, òî ïëîòíîñòü çàðÿäà äàåòñÿ
âûðàæåíèåì

ρ(r, t) =
∑
a

eaδ(r− ra(t)). (1.4)

Ââåäåì òåïåðü ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà

j(r, t) = ρ(r, t)v(r, t), (1.5)
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ãäå v(r, t) � ñêîðîñòü çàðÿäîâ, è íàéäåì, êàê j ñâÿçàíà ñ òîêîì ÷åðåç ïîâåðõ�
íîñòü. Âûäåëèì ïëîùàäêó dS ñ íîðìàëüþ n (dS = ndS � âåêòîð ïëîùàäêè)
è âû÷èñëèì òîê, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç dS. Ïóñòü ñêîðîñòü çàðÿäîâ â ìåñòå ðàñ�
ïîëîæåíèÿ ïëîùàäêè � v, òîãäà â åäèíèöó âðåìåíè ïëîùàäêó ïåðåñåêóò
çàðÿäû, íàõîäÿùèåñÿ âíóòðè öèëèíäðà ñ îñüþ, ïàðàëëåëüíîé v, è âûñîòîé
(vn) = vn (ðèñ. 1), ò.å.

dJ = ρvndS = (ρv,n)dS = (jdS).

Ïîëíûé òîê ÷åðåç ïðîèçâîëüíóþ ïëîùàäêó S êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ

J =

∫
S

jdS. (1.6)

Åñëè â îáúåìå èìååòñÿ íåñêîëüêî çàðÿäîâ èëè çàðÿäû ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê
òî÷å÷íûå (÷òî ìîæíî äåëàòü âñåãäà), òî èç (1.4), (1.5) ïîëó÷àåì

j(r, t) =
∑
a

eavaδ(r− ra(t)). (1.7)

Ðèñ. 1

Çàïèøåì òåïåðü çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà (1.1) äëÿ íåêî�
òîðîãî îáúåìà V , îêðóæåííîãî çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòüþ S â äðóãîé ôîðìå.
Ëåâóþ ÷àñòü, ó÷èòûâàÿ (1.3), ïåðåïèøåì â âèäå

dQ

dt
=

d

dt

∫
V

ρ(r, t)dV =

∫
V

∂ρ(r, t)

∂t
dV.

8



×òîáû ïðåîáðàçîâàòü ïðàâóþ ÷àñòü, âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Îñòðîãðàä�
ñêîãî � Ãàóññà ∮

S

adS =

∫
V

div adV (1.8)

è âûðàçèì òîê J ÷åðåç îáúåìíûé èíòåãðàë îò äèâåðãåíöèè j

J =

∮
S

jdS =

∫
V

div jdV.

Ïîäñòàâëÿÿ â (1.1), ïîëó÷àåì∫
V

∂ρ

∂t
dV = −

∫
V

div jdV.

Òàê êàê îáúåì V âûáðàí ïðîèçâîëüíî, òî äîëæíû áûòü ðàâíû ïîäûíòå�
ãðàëüíûå âûðàæåíèÿ

∂ρ

∂t
+ div j = 0. (1.9)

Ìû ïîëó÷èëè óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè, êîòîðîå âûðàæàåò çàêîí ñîõðàíå�
íèÿ çàðÿäà â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå.

Çàêîí Êóëîíà äëÿ ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ çàðÿ�

äîâ. Ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè. Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî äâà íåïîäâèæíûõ
òî÷å÷íûõ çàðÿäà e1 è e2, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè r äðóã îò äðóãà, âçà�
èìîäåéñòâóþò ïî ñëåäóþùåìó çàêîíó (çàêîí Êóëîíà, 1785 ã.):

F12 =
e1e2
r3

r. (1.10)

Çäåñü F12 � ñèëà, ñ êîòîðîé ïåðâûé çàðÿä äåéñòâóåò íà âòîðîé, r � âåêòîð,
ïðîâåäåííûé îò ïåðâîãî çàðÿäà êî âòîðîìó.

Ôîðìóëà (1.10) çàïèñàíà â àáñîëþòíîé ñèñòåìå åäèíèö Ãàóññà ÑÃÑ, êî�
òîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ âî âñåì êóðñå 1. Â îñíîâó ýòîé ñèñòåìû ïîëîæåíû ìåõà�
íè÷åñêèå åäèíèöû (ñàíòèìåòð, ãðàìì è ñåêóíäà), à åäèíè÷íûé çàðÿä îïðå�
äåëÿåòñÿ èç çàêîíà Êóëîíà, çàïèñûâàåìîãî â ôîðìå (1.10).

Çàêîí Êóëîíà ïîçâîëÿåò ââåñòè ïîíÿòèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, êîòîðîå
õàðàêòåðèçóåòñÿ íàïðÿæåííîñòüþ. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî âñÿêèé íåïîäâèæ�
íûé òî÷å÷íûé çàðÿä e îêðóæåí ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì ñ íàïðÿæåííîñòüþ

E =
e

r3
r. (1.11)

1 Ñèñòåìà ÑÃÑ èñïîëüçóåòñÿ â êíèãàõ [1, 2, 3, 4, 5, 6], à ñèñòåìà ÑÈ � â [7, 8]. Îáñóæäåíèå ðàçëè÷íûõ
ñèñòåì åäèíèö ñì. â [2].
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Çàðÿä e′, íàõîäÿùèéñÿ â ïîëå E, èñïûòûâàåò äåéñòâèå ñèëû F = e′E.
Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ îò íåñêîëü�

êèõ íåïîäâèæíûõ çàðÿäîâ ñêëàäûâàþòñÿ êàê îáû÷íûå âåêòîðû:

E =
∑

Ei.

Â ýòîì ñîñòîèò ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè.
Òåîðåìà Ãàóññà. Âû÷èñëèì ïîòîê âåêòîðàE ÷åðåç ïðîèçâîëüíóþ çàìê-

íóòóþ ïîâåðõíîñòü:

Π =

∮
EdS.

Ïóñòü ïîëå ñîçäàåòñÿ îäíèì òî÷å÷íûì çàðÿäîì, êîòîðûé íàõîäèòñÿ â íà÷à�
ëå êîîðäèíàò: E = er/r3. Èìåÿ â âèäó ïðèìåíåíèå ôîðìóëû Îñòðîãðàäñêî�
ãî � Ãàóññà, ïîäñ÷èòàåì divE. Òàê êàê

div
r

r3
=
(
∇,

r

r3

)
=

1

r3
div r+

(
grad

1

r3
, r

)
=

3

r3
− 3

r3
= 0, åñëè r ̸= 0,

òî
divE = ediv

r

r3
= 0, r ̸= 0. (1.12)

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
1. Çàðÿä âíå îáúåìà.
×òîáû âû÷èñëèòü ïîòîê, ïåðåõîäèì ê îáúåìíîìó èíòåãðàëó îò äèâåð�

ãåíöèè (1.8) è ñ ó÷åòîì (1.12) íàõîäèì:∮
EdS =

∫
divE dV = 0. (1.13)

2. Çàðÿä âíóòðè îáúåìà.
Îêðóæèì çàðÿä ñôåðîé ðàäèóñîì R. Ïðèìåíèì ðåçóëüòàò ïðåäûäóùåãî

ïóíêòà ê ïîâåðõíîñòè, ñîñòàâëåííîé èç S è ïîâåðõíîñòè ñôåðû SR (íîðìàëü
ê ñôåðå íàïðàâëÿåì íàðóæó). Çàðÿä íàõîäèòñÿ âíå îáúåìà, îãðàíè÷åííîãî
ýòîé ïîâåðõíîñòüþ, ïîýòîìó∮

S

EdS−
∮
SR

EdS =

∫
V

divEdV = 0,

òàê ÷òî ∮
S

EdS =

∮
SR

EdS.

Ïîòîê ÷åðåç ïîâåðõíîñòü SR íåòðóäíî âû÷èñëèòü:∮
SR

EdS =

∮
SR

eR

R3
dS =

e

R2

∮
SR

dS = 4πe.
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Èòàê, äëÿ ïîòîêà ÷åðåç ïðîèçâîëüíóþ çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü èìååì∮
EdS =

{
0, e /∈ V,

4πe, e ∈ V.
(1.14)

Åñëè çàðÿäîâ íåñêîëüêî, òî ñîãëàñíî ïðèíöèïó ñóïåðïîçèöèè

E =
∑

Ei

è ∮
EdS =

∮ ∑
i

EidS =
∑
i

∮
EidS = 4π

∑
i∈V

ei = 4πQîõâ,

ãäå Qîõâ � ïîëíûé çàðÿä âíóòðè ïîâåðõíîñòè. Â ýòîì ñîñòîèò òåîðåìà Ãàóñ�
ñà: ïîòîê íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ ÷åðåç ïðîèçâîëüíóþ çà�
ìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü ïðîïîðöèîíàëåí çàðÿäó, íàõîäÿùåìóñÿ âíóòðè ýòîé
çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè: ∮

EdS = 4πQîõâ. (1.15)

Ïåðåïèøåì òåîðåìó Ãàóññà â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå. Ïðåäñòàâèì
ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ÷åðåç èíòåãðàëû (1.3), (1.13):∫

divEdV = 4π

∫
ρdV. (1.16)

Ïðèðàâíèâàÿ ïîäûíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ, ïîëó÷àåì òåîðåìó Ãàóññà â äèô�
ôåðåíöèàëüíîé ôîðìå:

divE = 4πρ. (1.17)

Ìàãíèòíîå ïîëå ïîñòîÿííîãî òîêà. Îäíî èç íàãëÿäíûõ ïðîÿâëåíèé
ìàãíèòíûõ ñâîéñòâ ìàòåðèè ñîñòîèò â ñóùåñòâîâàíèè ïîñòîÿííûõ ìàãíèòîâ,
ñ èññëåäîâàíèÿ êîòîðûõ íà÷àëîñü èçó÷åíèå ìàãíåòèçìà. Ñâîéñòâà ïîñòîÿí�
íûõ ìàãíèòîâ áûëè èçâåñòíû çàäîëãî äî óñòàíîâëåíèÿ êîëè÷åñòâåííûõ çà�
êîíîâ ýëåêòðîäèíàìèêè. Íàïîìíèì äâà èç íèõ:

1) ëþáîé ìàãíèò èìååò äâà ïîëþñà (N è S), ïðè÷åì îäíîèìåííûå ïîëþ�
ñû îòòàëêèâàþòñÿ, à ðàçíîèìåííûå ïðèòÿãèâàþòñÿ;

2) íåâîçìîæíî ñîçäàòü ìàãíèò ñ îäíèì ïîëþñîì.
Êîëè÷åñòâåííûé çàêîí âçàèìîäåéñòâèÿ ìàãíèòíûõ ïîëþñîâ áûë îòêðûò

Êóëîíîì îäíîâðåìåííî ñ çàêîíîì äëÿ ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ è îêàçàëñÿ
ñîâïàäàþùèì ñ íèì ïî ôîðìå. À èìåííî: åñëè âçÿòü äâå äëèííûå ìàãíèòíûå
ñïèöû è ïðåíåáðå÷ü âëèÿíèåì äàëåêèõ ïîëþñîâ, òî ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ
äâóõ áëèæàéøèõ ïîëþñîâ

F =
m1m2

r3
r. (1.18)
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Çäåñü m1,m2 � ìàãíèòíûå ìàññû (çàðÿäû) ïîëþñîâ. Çàêîí (1.18) ïî àíà�
ëîãèè ñ ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì ïîçâîëÿåò ââåñòè ìàãíèòíóþ èíäóêöèþ [ñð. ñ
(1.10), (1.11)]. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñóùåñòâóþò ìàãíèòíûå çàðÿäû, òî
òî÷å÷íûé ìàãíèòíûé çàðÿä îêðóæåí ïîëåì ñ ìàãíèòíîé èíäóêöèåé

B =
mr

r3

(íàçâàíèå ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ ñëîæèëîñü èñòîðè÷åñêè, óäîáíåå áûëî áû
íàçûâàòü B íàïðÿæåííîñòüþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ). Õîòÿ (1.18) è ñîâïàäàåò ñ
(1.10), íî, êàê ïåðâîíà÷àëüíî ïîíèìàëîñü âòîðîå ñâîéñòâî ìàãíèòîâ, èõ ïî�
ëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå çàðÿäû íåëüçÿ ðàçäåëèòü. Ïîýòîìó â ëþáîé
îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà

∑
mi = 0 è òåîðåìà Ãàóññà äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ

èìååò ôîðìó [ñð. ñ (1.15), (1.16)]∮
BdS = 0, divB = 0. (1.19)

(Ñâîéñòâî 2 ïîñòîÿííûõ ìàãíèòîâ ëåãêî îáúÿñíÿåòñÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðåä�
ñòàâëåíèé î ìîëåêóëÿðíîé ñòðóêòóðå âåùåñòâà: åñëè ëþáàÿ ìîëåêóëà � ýëå�
ìåíòàðíûé ìàãíèò, òî ïðè ðàçäåëåíèè ìàãíèòà íà äâå ÷àñòè ñíîâà ïîëó÷èì
ìàãíèòû ñ N è S ïîëþñàìè.)

Ðåøàþùóþ ðîëü â âûÿñíåíèè ïðèðîäû ìàãíåòèçìà ñûãðàëî ýêñïåðèìåí�
òàëüíîå îáíàðóæåíèå äåéñòâèÿ òîêà íà ìàãíèò (Ýðñòåä, 1820 ã.), ñì. ðèñ. 2.

Ðèñ. 2

Èç îïûòîâ ñëåäîâàëî, ÷òî òîê ñîçäàåò ìàãíèòíîå ïîëå, êîòîðîå ñïàäàåò
îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî ðàññòîÿíèþ îò ïðîâîäà. Áîëåå äåòàëüíî ñâÿçü
òîêà è ìàãíèòíîãî ïîëÿ îïðåäåëÿåòñÿ çàêîíîì Áèî � Ñàâàðà � Ëàïëàñà:

12



êàæäûé ýëåìåíò òîêà Jdl ñîçäàåò ìàãíèòíîå ïîëå ñ èíäóêöèåé

dB =
J

c

[dlr]

r3
, (1.20)

ãäå r� ðàäèóñ-âåêòîð, íàïðàâëåííûé îò ýëåìåíòà òîêà â òî÷êó íàáëþäåíèÿ;
c � ïîñòîÿííàÿ, èìåþùàÿ ðàçìåðíîñòü ñêîðîñòè è ðàâíàÿ 3 · 1010 ñì/ñ.

Âñêîðå (1821 ã.) â îïûòàõ Ôàðàäåÿ, Ýðñòåäà è Àìïåðà áûëî îáíàðóæåíî
îáðàòíîå äåéñòâèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà òîêè. Îêàçàëîñü, ÷òî ñèëà, äåéñòâó�
þùàÿ â ìàãíèòíîì ïîëå B íà ýëåìåíò òîêà Jdl, åñòü

dF =
J

c
[dlB]. (1.21)

Ýòî ôîðìóëà Àìïåðà. Çàêîí Áèî � Ñàâàðà è ôîðìóëà äëÿ ñèëû Àìïå�
ðà íå ñîãëàñóþòñÿ ñ ïðåäïîëîæåíèåì î ñóùåñòâîâàíèè ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ.
Äåéñòâèòåëüíî, íåëüçÿ îáúÿñíèòü (1.21), çàäàâàÿ ðàñïðåäåëåíèå ìàãíèòíûõ
çàðÿäîâ âäîëü ïðîâîäíèêà, òàê êàê ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà íèõ, áûëà áû íà�
ïðàâëåíà âäîëü B. Â ñâÿçè ñ ýòèì Àìïåð âûäâèíóë ãèïîòåçó, ÷òî ìàãíèòíîå
ïîëå ñîçäàåòñÿ òîêîì, à ïîñòîÿííûé ìàãíèò ýêâèâàëåíòåí ñèñòåìå çàìêíó�
òûõ òîêîâ (ãèïîòåçà ìîëåêóëÿðíûõ òîêîâ). Ýòî ïðåäïîëîæåíèå Àìïåð ïîä�
òâåðäèë ýêñïåðèìåíòàëüíî, ïîêàçàâ, ÷òî êàòóøêà ñ òîêîì âåäåò ñåáÿ êàê
ïðÿìîé ìàãíèò, à êðóãîâîé òîê ýêâèâàëåíòåí ìàãíèòíîìó ëèñòêó (òåîðåìà
ýêâèâàëåíòíîñòè Àìïåðà). Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâî íóëþ divB â (1.19)
îçíà÷àåò íå òî, ÷òî ìàãíèòíûå çàðÿäû ðàçäåëèòü íåâîçìîæíî, à òî, ÷òî
ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ íåò.

Âåðíåìñÿ ê ôîðìóëå Àìïåðà. Åñëè ñèëà äåéñòâóåò íà ïðîâîäíèê ñ òîêîì,
òî îíà äåéñòâóåò íà äâèæóùèéñÿ çàðÿä. ×òîáû íàéòè åå, ïðåîáðàçóåì (1.21).
Çàïèøåì

dl = vdt,

ãäå v � ñêîðîñòü çàðÿäà. Ïîëíûé çàðÿä, êîòîðûé çà âðåìÿ dt ïðîéäåò ÷åðåç
ñå÷åíèå ïðîâîäíèêà (è äâèæåòñÿ íà ó÷àñòêå dl), åñòü dq = Jdt. Òîãäà

dF =
J

c
[dlB] =

Jdt

c
[vB] =

dq

c
[vB].

Òàêèì îáðàçîì, íà çàðÿä e, êîòîðûé äâèæåòñÿ â ìàãíèòíîì ïîëå ñî ñêî�
ðîñòüþ v, äåéñòâóåò ñèëà

F =
e

c
[vB].

Ýòî ìàãíèòíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñèëû Ëîðåíöà, äåéñòâóþùåé íà çàðÿä â ýëåê�
òðîìàãíèòíîì ïîëå. Â ïîëíîì âèäå, ñ ó÷åòîì åå ýëåêòðè÷åñêîé ñîñòàâëÿþ�
ùåé, ýòà ñèëà åñòü

F = eE+
e

c
[vB]. (1.22)
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Çíàÿ çàêîí Áèî � Ñàâàðà � Ëàïëàñà, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âûïîëíÿåò�
ñÿ ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå (ïîäîáíî òîìó, êàê èç çàêîíà Êóëîíà ñëåäóåò
òåîðåìà Ãàóññà): ∮

Bdl =
4π

c
J, (1.23)

ò.å. èíòåãðàë ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó îò âåêòîðà B (öèðêóëÿöèÿ ïîëÿ B)
ïðîïîðöèîíàëåí ïîëíîìó òîêó ÷åðåç ïîâåðõíîñòü, îãðàíè÷åííóþ äàííûì
êîíòóðîì. Â ýòîì ñîñòîèò çàêîí Àìïåðà. Èç-çà ãðîìîçäêîñòè âûêëàäîê íå
áóäåì çäåñü ïîëó÷àòü (1.23) èç (1.20). Â ðàçäåëå 3.1 áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî èç
çàêîíà Àìïåðà ñëåäóåò çàêîí Áèî � Ñàâàðà � Ëàïëàñà.

Ïðèâåäåì çàêîí Àìïåðà ê äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå. Òàê êàê ïî ôîð�

ìóëå Ñòîêñà
∮

Bdl =

∫
rotBdS, à J =

∫
jdS, òî

rotB =
4π

c
j. (1.24)

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî çàêîí Àìïåðà áûë óñòàíîâëåí äëÿ ïîñòîÿííûõ òîêîâ.
Çàêîí ýëåêòðîìàãíèòíîé èíäóêöèè Ôàðàäåÿ. Â 1831 ã. Ôàðàäååì

áûë ïîñòàâëåí îïûò, â êîòîðîì ïðè çàìûêàíèè è ðàçìûêàíèè êîíòóðà (ïåð�
âè÷íîé îáìîòêè, îõâàòûâàþùåé ñåðäå÷íèê) â äðóãîé (âòîðè÷íîé) îáìîòêå
âîçíèêàë òîê, ôèêñèðîâàâøèéñÿ ãàëüâàíîìåòðîì (ðèñ. 3).

Ðèñ. 3

Íàèáîëåå îáùàÿ ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ îïûòà Ôàðàäåÿ ñîñòîèò â òîì,
÷òî òîê, âîçíèêàþùèé â ïåðâè÷íîé îáìîòêå, ïîðîæäàåò ìàãíèòíîå ïîëå, êî�
òîðîå â ñâîþ î÷åðåäü ïîðîæäàåò ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå âî âòîðè÷íîé îáìîòêå.
Ââåäåì âåëè÷èíó ïîòîêà âåêòîðà ìàãíèòíîé èíäóêöèè (ìàãíèòíîãî ïîòîêà)
÷åðåç ïîâåðõíîñòü S

Φ =

∫
BdS

è ÝÄÑ èíäóêöèè

E =

∮
Edl.
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Èç ýêñïåðèìåíòîâ ñëåäóåò çàêîí ýëåêòðîìàãíèòíîé èíäóêöèè: ïðè èçìå�
íåíèè ìàãíèòíîãî ïîòîêà ÷åðåç ïîâåðõíîñòü, îïèðàþùóþñÿ íà çàìêíóòûé
êîíòóð, â ïîñëåäíåì íàâîäèòñÿ ÝÄÑ èíäóêöèè, çàâèñÿùàÿ îò ñêîðîñòè èç�
ìåíåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîòîêà,

E = −1

c

dΦ

dt
. (1.25)

Çíàê ¾−¿ îòðàæàåò ïðàâèëî Ëåíöà: èíäóêöèîííûé òîê äîëæåí áûòü íà�
ïðàâëåí òàê, ÷òîáû ñâîèì ìàãíèòíûì ïîëåì îñëàáèòü âëèÿíèå âíåøíåãî
ìàãíèòíîãî ïîòîêà. Ïðàâèëî Ëåíöà � ýòî ñëåäñòâèå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåð�
ãèè.

Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Ñòîêñà

E =

∮
Edl =

∫
rotEdS (1.26)

è, ñ÷èòàÿ ïîâåðõíîñòü íåïîäâèæíîé, ïðåîáðàçóåì ïðîèçâîäíóþ îò ïîòîêà

dΦ

dt
=

d

dt

∫
S

BdS =

∫
S

∂B

∂t
dS. (1.27)

Ïîäñòàâëÿÿ (1.26) è (1.27) â (1.25), ïîëó÷èì çàêîí ýëåêòðîìàãíèòíîé èíäóê�
öèè â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå:

rotE = −1

c

∂B

∂t
, (1.28)

ò.å. ïåðåìåííîå ìàãíèòíîå ïîëå ïîðîæäàåò âèõðåâîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå.
Òàêàÿ âçàèìîñâÿçü ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé ïîçâîëÿåò ðàññìàò�
ðèâàòü èõ êàê ðàçëè÷íûå ïðîÿâëåíèÿ åäèíîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà: [1, ÷. I, � 14], [2, ãë. 2, � 1�3], [6, � 1�6], [7,
ãë. 1, � 4].

1.2. Ñèñòåìà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà

äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â âàêóóìå

Çàêîíû ýëåêòðîìàãíåòèçìà, êîòîðûå áûëè èçâåñòíû èç ýêñïåðèìåíòîâ
ê ñåðåäèíå XIX âåêà, ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå ñëåäóþùèõ óðàâíåíèé
[ñì. (1.17), (1.19), (1.24), (1.28)]:

(1.29.1) divE = 4πρ,
(1.29.2) divB = 0,

(1.29.3) rotE = −1

c

∂B

∂t
,

(1.29.4) rotB =
4π

c
j.

(1.29)
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Óðàâíåíèÿ (1.29.1), (1.29.2), (1.29.4) ïîëó÷åíû íà îñíîâå çàêîíîâ ýëåê�
òðîñòàòèêè è ìàãíèòîñòàòèêè. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî â ñëó÷àå ïåðåìåí�
íûõ ïîëåé îíè (êàê îêàçûâàåòñÿ, òîëüêî îäíî èç íèõ) äîëæíû áûòü èçìå�
íåíû. Äåéñòâèòåëüíî, íàðÿäó ñ (1.29.1)�(1.29.4) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óðàâ�
íåíèå íåïðåðûâíîñòè (1.9):

div j+
∂ρ

∂t
= 0.

Íî ïîñêîëüêó div rotB = 0, òî èç (1.29.4) ñëåäóåò, ÷òî div j = 0. Ïðîòèâî�
ðå÷èå íå âîçíèêàåò òîëüêî â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå, êîãäà ∂ρ/∂t = 0.

Ïîýòîìó óðàâíåíèå (1.29.4) íóæíî îáîáùèòü, äîáàâèâ â íåãî íåêîòîðîå
ñëàãàåìîå òàê, ÷òîáû èç (1.29.4) íå ñëåäîâàëî òîæäåñòâåííîãî îáðàùåíèÿ
div j â íóëü. Çàïèøåì âìåñòî (1.29.4)

rotB =
4π

c
j+

1

c
X,

ãäåX íóæíî íàéòè èç óñëîâèÿ ñîâìåñòèìîñòè ñ óðàâíåíèåì íåïðåðûâíîñòè.
Âîçüìåì äèâåðãåíöèþ îò îáåèõ ÷àñòåé ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ:

divX = −div 4πj. (1.30)

Ïðåîáðàçóåì ïðàâóþ ÷àñòü, èñïîëüçóÿ (1.9) è (1.29.1):

4πdiv j = −4π
∂ρ

∂t
= − ∂

∂t
divE = −div

∂E

∂t
.

Òàêèì îáðàçîì,

div (X− ∂E

∂t
) = 0,

ñëåäîâàòåëüíî

X =
∂E

∂t
+ rot a,

ãäå a � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð. Ìàêñâåëë ïðåäïîëîæèë, ÷òî rot a = 0, òàê
÷òî âìåñòî (1.29.4) ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèå

rotB =
4π

c
j+

1

c

∂E

∂t
. (1.31)

Ïîÿâèâøàÿñÿ â ïîñëåäíåì óðàâíåíèè ïðîèçâîäíàÿ ∂E/∂t, êîòîðàÿ äåëàåò
åãî ïîõîæèì ïî âèäó íà (1.29.3), ïî èñòîðè÷åñêèì ïðè÷èíàì íàçûâàåòñÿ
èíîãäà ¾òîêîì ñìåùåíèÿ¿: ∂E/∂t = 4πjñì.

16



Èñïðàâëåíèå Ìàêñâåëëà ïðèâåëî ê óñòðàíåíèþ ïðîòèâîðå÷èé â óðàâíå�
íèÿõ ýëåêòðîìàãíåòèçìà. Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà

(1.32.1) divE = 4πρ,

(1.32.2) rotB =
4π

c
j+

1

c

∂E

∂t
,

(1.32.3) divB = 0,

(1.32.4) rotE = −1

c

∂B

∂t

(1.32)

îïèñûâàþò î÷åíü øèðîêóþ îáëàñòü ýëåêòðîìàãíèòíûõ ÿâëåíèé è ñòàíîâÿò�
ñÿ íåïðèìåíèìûìè ëèøü òîãäà, êîãäà ñóùåñòâåííûìè îêàçûâàþòñÿ êâàíòî�
âûå ýôôåêòû. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà íå âûòåêàþò èç êà�
êèõ-ëèáî áîëåå îáùèõ òåîðåòè÷åñêèõ ïîëîæåíèé, à ÿâëÿþòñÿ îáîáùåííîé
çàïèñüþ íàáëþäàâøèõñÿ íà îïûòå ôàêòîâ.

Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà åñòü ñèñòåìà ëè�
íåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ñèñòåìà ñî�
äåðæèò äâà âåêòîðíûõ è äâà ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèÿ (ò.å. âîñåìü óðàâíåíèé
â ïðîåêöèÿõ) äëÿ îïðåäåëåíèÿ øåñòè íåèçâåñòíûõ (òðåõ ïðîåêöèé E è òðåõ
ïðîåêöèé B), íî ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñèñòåìà ( 1.32) íåïðîòèâîðå÷èâà.
Ôîðìàëüíî óðàâíåíèÿ (1.32.1), (1.32.3) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óíèâåð�
ñàëüíûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ (1.32.2), (1.32.4). Äåéñòâèòåëüíî, âîçüìåì
äèâåðãåíöèþ îò îáåèõ ÷àñòåé (1.32.4). Òàê êàê div rotE = 0, òî ýòî ïðèâî�
äèò ê

∂

∂t
divB = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, divB íå çàâèñèò îò âðåìåíè è ýòà êîíñòàíòà îïðåäåëÿåòñÿ
íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Óðàâíåíèå (1.32.3) òðåáóåò, ÷òîáû îíà âñåãäà áûëà
ðàâíà íóëþ.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñâÿçàíû óðàâíåíèÿ (1.32.1) è (1.32.2). Äåéñòâè�
òåëüíî, âçÿâ äèâåðãåíöèþ îò îáåèõ ÷àñòåé (1.32.2)

4π

c
div j+

1

c

∂

∂t
divE = 0

è èñïîëüçîâàâ óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè, ïîëó÷èì

∂

∂t
(divE− 4πρ) = 0,

ò.å. ðàçíîñòü divE−4πρ íå çàâèñèò îò âðåìåíè. Ñîãëàñíî (1.32.1) íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ äîëæíû áûòü òàêèìè, ÷òîáû ýòà ðàçíîñòü áûëà ðàâíà íóëþ.

Ïðîèíòåãðèðóåì îáå ÷àñòè óðàâíåíèé (1.32.1), (1.32.3) ïî îáúåìó è âîñ�
ïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Îñòðîãðàäñêîãî, à îáå ÷àñòè óðàâíåíèé (1.32.2), (1.32.4)
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ïðîèíòåãðèðóåì ïî íåçàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè è âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Ñòîê�
ñà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà â èíòåãðàëüíîé ôîðìå:

(1.33.1)

∮
EdS = 4π

∫
ρdV,

(1.33.2)

∮
Bdl =

4π

c

∫
jdS+

1

c

∂

∂t

∫
EdS,

(1.33.3)

∮
BdS = 0,

(1.33.4)

∮
Edl = −1

c

∂

∂t

∫
BdS.

(1.33)

Íàïîìíèì åùå ðàç, êàê óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà (â èíòåãðàëüíîé ôîðìå)
ñîîòíîñÿòñÿ ñ òåìè ýêñïåðèìåíòàëüíûìè çàêîíàìè, êîòîðûì îíè îáÿçàíû
ñâîèì ïðîèñõîæäåíèåì. Óðàâíåíèå (1.33.1) åñòü òåîðåìà Ãàóññà, êîòîðàÿ
îêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé íå òîëüêî äëÿ ñòàòè÷åñêîãî, íî è äëÿ çàâèñÿùåãî
îò âðåìåíè ïîëÿ E. Óðàâíåíèå (1.33.2) îáîáùàåò çàêîí Àìïåðà (ñ äîáàâëå�
íèåì ê íåìó ìàêñâåëëîâñêîãî òîêà ñìåùåíèÿ). Óðàâíåíèå (1.33.3), êîòîðîå
íàçûâàþò òåîðåìîé Ãàóññà äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ, âûðàæàåò îòñóòñòâèå â
ïðèðîäå ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ. Íàêîíåö, (1.33.4) åñòü çàêîí ýëåêòðîìàãíèò�
íîé èíäóêöèè Ôàðàäåÿ.

Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà: [1, ÷. I, � 14], [2, ãë. 2, � 4].

1.3. Ýíåðãèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

Îáùèì ñëåäñòâèåì, êîòîðîå âûòåêàåò èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, ÿâëÿåò�
ñÿ ñóùåñòâîâàíèå ýíåðãèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Äëÿ âûÿñíåíèÿ çàâè�
ñèìîñòè ýíåðãèè îò âåêòîðîâ ïîëÿ ðàññìîòðèì çàìêíóòóþ ñèñòåìó, ñîñòîÿ�
ùóþ èç ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ è ÷àñòèö. Çàïèøåì óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà
ñ ðîòîðàìè äëÿ ýòîé ñèñòåìû:

rotE = −1

c

∂B

∂t
,

rotB =
4π

c
j+

1

c

∂E

∂t
.

Óìíîæèì ñêàëÿðíî ïåðâîå óðàâíåíèå íà B, à âòîðîå íà E è âû÷òåì èç
ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âòîðîå:

1

c
E
∂E

∂t
+

1

c
B
∂B

∂t
= E rotB−B rotE− 4π

c
jE. (1.34)

Ïðåîáðàçóÿ ëåâóþ ÷àñòü ïî ôîðìóëå

1

c
E
∂E

∂t
+

1

c
B
∂B

∂t
=

1

2c

∂

∂t
(E2 +B2),
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à ïðàâóþ ÷àñòü � ïî ôîðìóëå

B rotE− E rotB = div [EB],

è ââîäÿ âåêòîð Ïîéíòèíãà g ñîîòíîøåíèåì

g =
c

4π
[EB], (1.35)

ïåðåïèøåì (1.34) â âèäå

∂

∂t

(
E2 +B2

8π

)
= −jE− div g. (1.36)

Ïðîèíòåãðèðóåì îáå ÷àñòè ïî íåêîòîðîìó îáúåìó è ïðèìåíèì ê èíòåãðàëó
îò div g òåîðåìó Îñòðîãðàäñêîãî∫

∂

∂t

(
E2 +B2

8π

)
dV = −

∫
jEdV −

∮
gdS. (1.37)

Âû÷èñëèì ñíà÷àëà èíòåãðàë â ïåðâîì ñëàãàåìîì ñïðàâà. Ïðåäñòàâëÿÿ ïëîò�
íîñòü òîêà â âèäå (1.7), ïîëó÷èì∫

jEdV =
∑

eavaEa,

ãäå Ea � íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â òî÷êå, ãäå íàõîäèòñÿ çàðÿä
ea. Çàïèøåì ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà çàðÿä ea:

Fa = eaEa +
ea
c
[vaBa].

Óìíîæèâ Fa ñêàëÿðíî íà va è ó÷èòûâàÿ, ÷òî (va[vaBa]) = 0, ïîëó÷èì

vaFa = eavaEa.

Îáîçíà÷èì εa = mv2a/2 � êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ÷àñòèöû. Ïîñêîëüêó

dεa
dt

= mva
dva

dt
= vaFa,

òî ∫
V

jEdV =
∑ dεa

dt
=

d

dt

∑
εa.

Òåïåðü (1.37) ïåðåõîäèò â

d

dt

∫
V

E2 +B2

8π
dV +

∑
εa

 = −
∮
S

gdS. (1.38)
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Åñëè èíòåãðèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó, òî èíòåãðàë
ïî ïîâåðõíîñòè èñ÷åçàåò (ïîëå íà áåñêîíå÷íîñòè ðàâíî íóëþ) è

d

dt

(∫
E2 +B2

8π
dV +

∑
εa

)
= 0. (1.39)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ýëåêòðîìàãíèòíî�
ãî ïîëÿ è ÷àñòèö, ñîõðàíÿåòñÿ âåëè÷èíà, ñòîÿùàÿ â íàïèñàííîì óðàâíåíèè â
ñêîáêàõ. Âòîðîé ÷ëåí â ýòîì âûðàæåíèè åñòü êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèö.
Ïåðâûé æå ÷ëåí, ñëåäîâàòåëüíî, åñòü ýíåðãèÿ ñàìîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïî�
ëÿ:

U =

∫
E2 +B2

8π
dV. (1.40)

Âåëè÷èíó

W =
E2 +B2

8π
(1.41)

ìîæíî íàçâàòü ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ; ýòî åñòü ýíåð�
ãèÿ åäèíèöû îáúåìà ïîëÿ.

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî íåêîòîðîìó êîíå÷íîìó îáúåìó ïîâåðõíîñòíûé
èíòåãðàë â (1.38), âîîáùå ãîâîðÿ, íå èñ÷åçàåò. Ñëåâà â (1.38) ñòîèò èçìå�

íåíèå ïîëíîé ýíåðãèè ïîëÿ è ÷àñòèö, ïîýòîìó èíòåãðàë
∮

gdS åñòü êîëè�

÷åñòâî ýíåðãèè, êîòîðàÿ ¾âûòåêàåò¿ ÷åðåç ïîâåðõíîñòü, îãðàíè÷èâàþùóþ
ýòîò îáúåì â åäèíèöó âðåìåíè (ïîòîê ýíåðãèè), à

gdS = gndS = gndS

åñòü êîëè÷åñòâî ýíåðãèè ïîëÿ, âûòåêàþùåå â åäèíèöó âðåìåíè ÷åðåç ïëî�
ùàäêó dS. Òàêèì îáðàçîì, ïðîåêöèÿ âåêòîðà Ïîéíòèíãà íà íàïðàâëåíèå
n ÷èñëåííî ðàâíà êîëè÷åñòâó ýíåðãèè, ïðîòåêàþùåé ÷åðåç åäèíè÷íóþ ïëî�
ùàäêó, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ íàïðàâëåíèþ n, â åäèíèöó âðåìåíè, òàê ÷òî g
åñòü âåêòîð ïëîòíîñòè ïîòîêà ýíåðãèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà: [1, ÷. I, � 16, ï. 3], [2, ãë. 2, � 16], [3, � 31],
[8, ãë. 27, � 1�3].

1.4. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà

Ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Ðåøåíèå óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà E è B â íåêîòîðîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà

V åäèíñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ïî çàäàííîé ïëîòíîñòè èñòî÷íèêîâ,
åñëè çàäàíû íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ïîëÿ E(r, 0), B(r, 0) âî âñåõ òî÷êàõ îá�
ëàñòè è, êðîìå òîãî, äëÿ îäíîãî èç âåêòîðîâ E èëè B çàäàíà êàñàòåëüíàÿ
ñîñòàâëÿþùàÿ Eτ |S èëè Bτ |S íà ïîâåðõíîñòè, îãðàíè÷èâàþùåé ýòó îáëàñòü,
â òå÷åíèå âñåãî ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäïîëîæèì, ÷òî åñòü äâà ðàçíûõ ïîëÿ � E1, B1

è E2, B2, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ñ îäíîé è
òîé æå ïëîòíîñòüþ èñòî÷íèêîâ è îäèíàêîâûìè íà÷àëüíûìè è ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè.

Îáðàçóåì ðàçíîñòè E′ = E2 − E1 è B′ = B2 − B1. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ
E′ ̸= 0, B′ ̸= 0. Ïîêàæåì, ÷òî E′ è B′ ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèé Ìàêñ�
âåëëà ñ íóëåâîé ïëîòíîñòüþ èñòî÷íèêîâ è íóëåâûìè íà÷àëüíûìè è ãðàíè÷�
íûìè óñëîâèÿìè. Ôóíêöèè E1,B1 è E2,B2 îáðàùàþò óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà
â òîæäåñòâà, à èç ñïðàâåäëèâîñòè

rotB1 =
4π

c
j+

1

c

∂E1

∂t
,

rotB2 =
4π

c
j+

1

c

∂E2

∂t

â ñèëó ëèíåéíîñòè óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü

rotB′ =
1

c

∂E′

∂t
.

Tî åñòü E′ è B′ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì Ìàêñâåëëà ñ íóëåâîé ïëîòíî�
ñòüþ òîêà j′ = 0.

Íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ äëÿ E′ îïðåäåëÿþòñÿ ïî E1(r, 0) è E2(r, 0):

E′(r, 0) = E2(r, 0)− E1(r, 0)

è â ñèëó ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé ðàâíû íóëþ. Àíàëîãè÷íî ðàâíû íóëþ
íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ B′:

E′(r, 0) = 0, B′(r, 0) = 0.

Òî÷íî òàê æå íóëåâûìè ÿâëÿþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

E′
τ |S = 0 èëè B′

τ |S = 0.

Òàê êàê j′ = 0, òî àíàëîãè÷íî òîìó, êàê â ï. 1.3 áûëî ïîëó÷åíî ñîîòíîøåíèå
(1.38), ìîæíî ïîëó÷èòü

d

dt

∫
v

E
′2 +B

′2

8π
dV = − c

4π

∮
([E′B′] dS) = − c

4π

∫
([E′B′]n) dS.

Çàìåòèì, ÷òî ëèáî âåêòîð E′, ëèáî âåêòîðB′ ïàðàëëåëåí n. Äåéñòâèòåëü�
íî, åñëè, íàïðèìåð, E′

τ = 0, òî E′ ∥ n. Ïîýòîìó ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå
ïîä èíòåãðàëîì îáðàùàåòñÿ â íóëü, è
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∫
V

E
′2 +B

′2

8π
dV = const.

Íî ïîñêîëüêó E ′ = B′ = 0 ïðè t = 0, òî const òîæå ðàâíà íóëþ. Ýòî
âîçìîæíî ëèøü òîãäà, êîãäà E′ = 0 è B′ = 0 òîæäåñòâåííî âî âñåõ òî÷êàõ
îáúåìà.

Ñäåëàåì ñëåäóþùèå çàìå÷àíèÿ:
1. Åñëè ðàññìàòðèâàòü ðåøåíèå âî âñåì ïðîñòðàíñòâå, à íå â îãðàíè÷åííîì îáúåìå

V , òî íóæíî çàäàâàòü òîëüêî íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, òàê êàê E è B ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ íà
áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ.

2. Õîòÿ â óñëîâèè ãîâîðèòñÿ î çàäàííîé ïëîòíîñòè èñòî÷íèêîâ, ïëîòíîñòü çàðÿäà

íèãäå íå èñïîëüçîâàëàñü, è çàäàíèå ρ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íå òðåáóåòñÿ. Äåé�

ñòâèòåëüíî, óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè ∂ρ/∂t + div j = 0 îïðåäåëÿåò ρ ÷åðåç j ñ òî÷íî�

ñòüþ äî íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé ρ = −
∫ t

0

div jdt+ρ(r, 0). Íî ρ(r, 0) íàõîäèòñÿ ïî çàäàííûì

íà÷àëüíûì óñëîâèÿì äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ρ(r, 0) =
1

4π
divE(r, 0).

Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà: [1, ÷. I, � 17].

1.5. Èìïóëüñ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

Íàðÿäó ñ ýíåðãèåé ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå îáëàäàåò èìïóëüñîì. Âûðà�
æåíèå äëÿ èìïóëüñà ïîëÿ ìîæíî íàéòè, åñëè äëÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû ¾ïîëå
+ ÷àñòèöû¿ óñòàíîâèòü çàêîí ñîõðàíåíèÿ âèäà:

d

dt
(P+ Γ) = 0, (1.42)

ãäå P � ïîëíûé èìïóëüñ ÷àñòèö. Òîãäà, î÷åâèäíî, Γ ñëåäóåò ñ÷èòàòü èì�
ïóëüñîì ïîëÿ.

Íàéäåì èçìåíåíèå èìïóëüñà ÷àñòèö. Ïîñêîëüêó íà êàæäóþ èç íèõ äåé�
ñòâóåò ñèëà Ëîðåíöà, òî

dP

dt
=

d

dt

∑
pa =

∑
(eaEa +

ea
c
[vaBa]).

Èñïîëüçóÿ ( 1.4), ( 1.7), çàïèøåì âûðàæåíèå ñïðàâà â âèäå èíòåãðàëà îò
ïëîòíîñòè ñèëû

dP

dt
=

∫
fdV =

∫ (
ρE+

1

c
[jB]

)
dV. (1.43)

Âûðàçèâ ρ è j èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, äëÿ f áóäåì èìåòü

f =
1

4π
EdivE+

1

4π
[rotB,B]− 1

4πc

[
∂E

∂t
B

]
.
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Ñèììåòðèçóåì ïðàâóþ ÷àñòü ïî E è B, ïðèáàâèâ ê íåé ðàâíûå íóëþ âûðà�
æåíèÿ

1

4π
BdivB, − 1

4π
[E rotE]− 1

4πc

[
E
∂B

∂t

]
, (1.44)

òîãäà f ïðèìåò âèä

f = − 1

4πc

∂

∂t
[EB] +

1

4π
EdivE− 1

4π
[E rotE] +

1

4π
BdivB− 1

4π
[B rotB].

Ïîäñòàâèâ ïîñëåäíåå âûðàæåíèå â (1.43), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðåçóëü�
òàòó:

d

dt

(
P+

1

4πc

∫
[EB]dV

)
=

=
1

4π

∫
(EdivE+ [rotE,E] +BdivB+ [rotB,B])dV. (1.45)

Ïðåîáðàçóåì â ïðàâîé ÷àñòè îáúåìíûé èíòåãðàë â ïîâåðõíîñòíûé∫
(EdivE+ [rotE,E])dV =

∮ (
E(EdS)− 1

2
E2dS

)
(1.46)

(ýòî ñîîòíîøåíèå äîêàæåì íèæå), òàê ÷òî

d

dt

(
P+

1

4πc

∫
[EB]dV

)
=

1

4π

∮ (
E(EdS)− 1

2
E2dS+B(BdS)− 1

2
B2dS

)
.

(1.47)
ßñíî, ÷òî èíòåãðàë ñïðàâà áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ ïðè íåîãðàíè÷åííîì
âîçðàñòàíèè ïîâåðõíîñòè, åñëè òîëüêî âåêòîðû ïîëÿ óáûâàþò áûñòðåå, ÷åì
1/r. Òîãäà, ïåðåõîäÿ ê áåñêîíå÷íî áîëüøîìó îáúåìó, ïðèõîäèì ê âûðàæå�
íèþ âèäà (1.42). Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíà

Γ =

∫
1

4πc
[EB]dV (1.48)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èìïóëüñ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, à

γ =
1

4πc
[EB] (1.49)

åñòü ïëîòíîñòü èìïóëüñà (ò.å. èìïóëüñ åäèíèöû îáúåìà ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ).

Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî íåêîòîðîìó êîíå÷íîìó îáúåìó ïîâåðõíîñòíûé
èíòåãðàë â ( 1.47), âîîáùå ãîâîðÿ, íå èñ÷åçàåò. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòîò èíòå�
ãðàë ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê ïîòîê èìïóëüñà ïîëÿ ÷åðåç ïîâåðõíîñòü,
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îãðàíè÷èâàþùóþ äàííûé îáúåì. Çàïèøåì (1.47) â òåíçîðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ
(i, k = x, y, z; ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóììèðîâàíèå):

d

dt
(Pi + Γi) =

1

4π

∮ (
EiEkdSk −

1

2
E2dSi +BiBkdSk −

1

2
B2dSi

)
=

= {dSi = δikdSk} =

∮
σikdSk,

ãäå

σik =
1

4π
(EiEk +BiBk −

1

2
(E2 +B2)δik)

åñòü òåíçîð ïëîòíîñòè ïîòîêà èìïóëüñà � òàê íàçûâàåìûé ìàêñâåëëîâñêèé
òåíçîð íàòÿæåíèé. Ïëîòíîñòü ïîòîêà ýíåðãèè åñòü âåêòîð; ïëîòíîñòü æå ïî�
òîêà èìïóëüñà, êîòîðûé ñàì åñòü âåêòîð, äîëæíà, î÷åâèäíî, áûòü òåíçîðîì
(êîìïîíåíòà σik ýòîãî òåíçîðà åñòü êîëè÷åñòâî i-é êîìïîíåíòû èìïóëüñà,
ïðîòåêàþùåå â åäèíèöó âðåìåíè ÷åðåç åäèíèöó ïîâåðõíîñòè, ïåðïåíäèêó�
ëÿðíîé ê îñè k).

Èç (1.35) è (1.49) ñëåäóåò, ÷òî ìåæäó âåêòîðîì ïëîòíîñòè èìïóëüñà è
âåêòîðîì Ïîéíòèíãà èìååòñÿ ñîîòíîøåíèå

γ =
g

c2
. (1.50)

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî îíî ñîîòâåòñòâóåò ñîîòíîøåíèþ ðåëÿòèâèñòñêîé
ìåõàíèêè ìåæäó ýíåðãèåé è èìïóëüñîì ñâîáîäíîé ÷àñòèöû, êîòîðàÿ äâè�
æåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà c:

E = cp. (1.51)

Äåéñòâèòåëüíî, ïðèìåíèì (1.51) ê ýëåêòðîìàãíèòíîìó ïîëþ (êàê èçâåñòíî,
ïîëå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ c, â äàëüíåéøåì ýòîò ðåçóëüòàò áóäåò
ïîëó÷åí èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà): W = cγ. Äëÿ âåêòîðà ïëîòíîñòè ïîòîêà
ýíåðãèè g èç íàãëÿäíûõ ñîîáðàæåíèé (ïîëå, ðàñïðîñòðàíÿÿñü, ïåðåíîñèò
ýíåðãèþ; ýíåðãèÿ åäèíèöû îáúåìà � W ) ìîæåì çàïèñàòü g = cW , ÷òî
ïðèâîäèò ê (1.50).

Äîêàæåì òîæäåñòâî (1.46). Â òåîðåìå Îñòðîãðàäñêîãî∫
V

div adV =

∮
S

adS (1.52)

âîçüìåì a = (cE)E− 1

2
E2c, ãäå c � ïîñòîÿííûé âåêòîð. Âû÷èñëèì

div a = (cE)divE+ (E,∇(cE))− (c, (E∇)E)− (c[E rotE]).
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Âòîðîå è òðåòüå ñëàãàåìûå çäåñü âçàèìíî óíè÷òîæàþòñÿ:

(E,∇(cE))− (c, (E∇)E) = Ei
∂

∂xi
ckEk − ciEk

∂

∂xk
Ei = 0.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ div a â (1.52), ïðèõîäèì ê (1.46).
Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå îáëàäàåò òàêæå ìîìåíòîì èìïóëüñà. Ìîìåíò

èìïóëüñà åäèíèöû îáúåìà ïîëÿ ðàâåí

l = [rγ] (1.53)

(ñð. ñ ìîìåíòîì èìïóëüñà ÷àñòèöû â ìåõàíèêå).
Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà: [2, ãë. 2, � 17].

2. Ïîñòîÿííîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå

Çàïèñàâ îáùèå óðàâíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ è âûÿñíèâ îñíîâíûå
âûòåêàþùèå èç íèõ ñëåäñòâèÿ, ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ðàçëè÷íûõ ÷àñò�
íûõ ñëó÷àåâ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé. Ïðè ýòîì áóäåì ïåðåõîäèòü îò ïðî�
ñòûõ ê áîëåå ñëîæíûì ñëó÷àÿì. Ñàìûì ïðîñòûì ïðèìåðîì ýëåêòðîìàã�
íèòíûõ ïîëåé ÿâëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíûå, êîòîðûå ñîçäàþòñÿ íåïîäâèæíûìè

çàðÿäàìè èëè ïîñòîÿííûìè òîêàìè, êîãäà
∂ρ

∂t
= 0,

∂j

∂t
= 0. Â ýòèõ óñëîâè�

ÿõ â óðàâíåíèÿõ Ìàêñâåëëà ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè îáðàùàþòñÿ â íóëü
∂E

∂t
= 0,

∂B

∂t
= 0 è óðàâíåíèÿ ïðèíèìàþò âèä:

divE = 4πρ, divB = 0,

rotE = 0, rotB =
4π

c
j.

(2.1)

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â ñòàòè÷åñêîì ñëó÷àå ðàñ�
ïàäàåòñÿ íà äâå ïàðû óðàâíåíèé, òàê ÷òî ïîñòîÿííûå ýëåêòðè÷åñêîå è ìàã�
íèòíîå ïîëÿ ñóùåñòâóþò íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Ïîñòîÿííîå ýëåêòðè÷å�
ñêîå ïîëå ñîçäàåòñÿ íåïîäâèæíûìè çàðÿäàìè, ïîñòîÿííîå ìàãíèòíîå ïîëå
ñîçäàåòñÿ ïîñòîÿííûìè òîêàìè.

2.1. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ ïîñòîÿííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî

ïîëÿ

Äëÿ ïîñòîÿííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî (ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî) ïîëÿ óðàâíåíèÿ
Ìàêñâåëëà èìåþò âèä:

divE = 4πρ, (2.2)
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rotE = 0. (2.3)

Óðàâíåíèå (2.3) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ, åñëè âçÿòü íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷å�
ñêîãî ïîëÿ â âèäå

E = −∇φ, (2.4)

ãäå φ � ïðîèçâîëüíàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, òàê êàê rot gradφ = 0. Ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî íå òîëüêî èç (2.4) ñëåäóåò (2.3), íî è èç (2.3) ñëåäóåò (2.4),
ò.å. ïðè âûáîðå E â âèäå (2.4) íèêàêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.3) ïîòåðÿíû
íå áûëè.

Íàïîìíèì ýòè èçâåñòíûå èç èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ ðàññóæäåíèÿ. Èç òåîðåìû
Ñòîêñà è óðàâíåíèÿ (2.3) ñëåäóåò, ÷òî öèðêóëÿöèÿ E ðàâíà íóëþ:∮

Edl =

∫
rotEdS = 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êðèâîëèíåéíûé èíòåãðàë îò E íå çàâèñèò îò ïóòè èíòåãðèðîâàíèÿ:∫
1a2

Edl =

∫
1b2

Edl,

à çàâèñèò òîëüêî îò íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷êè:

(2)∫
(1)

Edl = φ(1)− φ(2) = −
(2)∫

(1)

dφ = −
(2)∫

(1)

∂φ

∂l
dl.

Çàïèñàâ ïðîèçâîäíóþ ïî íàïðàâëåíèþ ÷åðåç ãðàäèåíò
∂φ

∂l
= (∇φ,nl) è ââîäÿ ýëåìåíò

êîíòóðà dl = nldl, ïîëó÷èì

(2)∫
(1)

Edl = −
(2)∫

(1)

(∇φnl)dl = −
(2)∫

(1)

∇φdl.

Îòñþäà ïðèõîäèì ê (2.4).

Ôóíêöèÿ φ, ââåäåííàÿ â (2.4), íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëîì ýëåêòðîñòàòè�

÷åñêîãî ïîëÿ. ßñíî, ÷òî ïîòåíöèàë îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû,
ïîñêîëüêó åñëè φ′ = φ+ const, òî E = −∇φ = −∇φ′.

Ïîòåíöèàëüíûé õàðàêòåð ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ, ò.å. âîçìîæíîñòü
ïðåäñòàâèòü íàïðÿæåííîñòü E â âèäå (2.4), îçíà÷àåò, ÷òî ðàáîòà A ýëåêòðè�
÷åñêèõ ñèë ïî ïåðåìåùåíèþ çàðÿäà e èç òî÷êè 1 â òî÷êó 2 íå çàâèñèò îò
ïóòè ïåðåìåùåíèÿ çàðÿäà. Äåéñòâèòåëüíî,

A =

(2)∫
(1)

eEdl = −e

(2)∫
(1)

∇φdl = −e

(2)∫
(1)

dφ = −e(φ2 − φ1), (2.5)

26



ò.å. ðàáîòà îïðåäåëÿåòñÿ ðàçíîñòüþ ïîòåíöèàëîâ íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî�
÷åê. Åñëè, â ÷àñòíîñòè, ýòè òî÷êè ñîâïàäàþò, òî ðàáîòà îáðàùàåòñÿ â íóëü:

A = e

∮
Edl = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ â äâóõ òî÷êàõ ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî
îïðåäåëåííîé âåëè÷èíîé � ÷åðåç íåå âûðàæàåòñÿ ðàáîòà ýëåêòðè÷åñêèõ ñèë
ïî ïåðåìåùåíèþ çàðÿäà ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè.

Ïîäñòàâëÿÿ ( 2.4) â ( 2.2), íàéäåì óðàâíåíèå, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò
ýëåêòðîñòàòè÷åñêèé ïîòåíöèàë

∆φ = −4πρ, (2.6)

ãäå ∆ = ∇2 � îïåðàòîð Ëàïëàñà. Óðàâíåíèå (2.6) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì
Ïóàññîíà. Â îáëàñòè, ãäå çàðÿäîâ íåò, ò.å. ρ = 0, ïîòåíöèàë óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ Ëàïëàñà:

∆φ = 0.

Îïðåäåëèì òåïåðü ïîëå, ñîçäàâàåìîå òî÷å÷íûì çàðÿäîì. Èç ñîîáðàæå�
íèé ñèììåòðèè ÿñíî, ÷òî îíî áóäåò íàïðàâëåíî ïî ðàäèóñó-âåêòîðó, ïðîâå�
äåííîìó èç òî÷êè, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ çàðÿä, à åãî âåëè÷èíà çàâèñèò òîëü�
êî îò ðàññòîÿíèÿ äî çàðÿäà. Ïóñòü çàðÿä e íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò,
òîãäà

E = E(r)
r

r
,

ãäå r � ðàäèóñ-âåêòîð, ïðîâåäåííûé èç íà÷àëà êîîðäèíàò. Äëÿ íàõîæäåíèÿ
E ïðèìåíèì (2.2) â èíòåãðàëüíîé ôîðìå, ò.å. òåîðåìó Ãàóññà. Â êà÷åñòâå
ãàóññîâîé ïîâåðõíîñòè âûáåðåì ñôåðó. Ïîòîê ÷åðåç íåå∮

Sr

EdS =

∮
Sr

EdS = E

∮
Sr

dS = E4πr2.

Ïî òåîðåìå Ãàóññà (1.33.1)
E4πr2 = 4πe,

îòñþäà íàõîäèì
E =

e

r3
r. (2.7)

Â ýòîì ñîñòîèò çàêîí Êóëîíà. Åñòåñòâåííî, ÷òî (2.7) ñëåäóåò èç (1.33.1), òàê
êàê ðàíåå ñàìà òåîðåìà Ãàóññà (ñì. c. 11) áûëà ïîëó÷åíà èç çàêîíà Êóëîíà.
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Ïîòåíöèàë φ ñâÿçàí ñ íàïðÿæåííîñòüþ E ñîîòíîøåíèåì

E = −∇φ(r) = −dφ

dr

r

r
,

ïîýòîìó
dφ

dr
= − e

r2
, φ =

e

r
+ const.

Åñëè âûáðàòü ïîòåíöèàë òàê, ÷òîáû îí èñ÷åçàë íà áåñêîíå÷íîñòè, φ(∞) = 0,
òî

φ =
e

r
.

Î÷åâèäíî, ÷òî çàðÿä e, íàõîäÿùèéñÿ íå â íà÷àëå êîîðäèíàò, à â òî÷êå ñ
ðàäèóñîì-âåêòîðîì r′, ñîçäàåò â òî÷êå r ïîëå

φ =
e

|r− r′|
, E =

e(r− r′)

|r− r′|3
.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà ìàòåìàòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå, ïîëó÷àþùååñÿ ïðè ïîä�
ñòàíîâêå â (2.6) çíà÷åíèé ρ è φ äëÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà:

∆r
1

|r− r′|
= −4πδ(r− r′). (2.8)

Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî ôóíêöèÿ G(r, r′), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ

∆rG(r, r′) = δ(r− r′),

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ãðèíà óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà. Ñðàâíèâàÿ äâå ïîñëåäíèå
ôîðìóëû, íàõîäèì

G(r, r′) = − 1

4π

1

|r− r′|
.

Ëèíåéíîñòü óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå ïðèíöèïà
ñóïåðïîçèöèè. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü çàðÿäû ñ ïëîòíîñòüþ ρ1 ñîçäàþò ïîëå
E1, à çàðÿäû ñ ïëîòíîñòüþ ρ2 � ïîëå E2. Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà
divE1 = 4πρ1 è divE2 = 4πρ2. Ñêëàäûâàÿ èõ, ïîëó÷èì

divE1 + divE2 = 4πρ1 + 4πρ2, èëè div (E1 + E2) = 4π(ρ1 + ρ2),

ò.å. çàðÿäû ñ ïëîòíîñòüþ ρ1 + ρ2 ñîçäàþò ïîëå E1 + E2.
Èñïîëüçóÿ çàêîí Êóëîíà è ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè, ìîæíî â îáùåì âèäå

íàéòè ïîëå, ñîçäàâàåìîå ñèñòåìîé çàðÿäîâ, ðàñïðåäåëåííûõ â ïðîñòðàíñòâå
ñ èçâåñòíîé ïëîòíîñòüþ ρ: çàðÿä ρ(r′)dV ′, íàõîäÿùèéñÿ â áåñêîíå÷íî ìàëîì
îáúåìå dV ′, ñîçäàåò â òî÷êå íàáëþäåíèÿ r ïîòåíöèàë (ðèñ. 4)

dφ =
ρ(r′)dV ′

|r− r′|
.
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r( )dV’r’

r’

r

r-r’

Ðèñ. 4

Èíòåãðèðóÿ ïî îáúåìó, ïðèõîäèì ê

φ(r) =

∫
ρ(r′)dV ′

|r− r′|
. (2.9)

Íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ íàõîäèì, âû÷èñëÿÿ ãðàäèåíò

E(r) = −∇φ(r) =

∫
ρ(r′)(r− r′)

|r− r′|3
dV ′. (2.10)

Åñëè ñèñòåìà ñîñòîèò èç òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ, òî âìåñòî (2.9) è (2.10) ïîëó÷èì

φ(r) =
∑ ea

|r− ra|
, E(r) =

∑ ea(r− ra)

|r− ra|3
.

Ïðîâåðèì, ÷òî (2.9) åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà (2.6). Ïîäåéñòâî�
âàâ íà φ îïåðàòîðîì Ëàïëàñà è èñïîëüçîâàâ (2.8)

∆φ(r) =

∫
∆r

ρ(r′)

|r− r′|
dV ′ = −4π

∫
ρ(r′)δ(r− r′)dV ′ = −4πρ(r),

óáåæäàåìñÿ, ÷òî ýòî òàê.
Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà: [1, ÷. I, � 19], [3, � 36].

2.2. Ýíåðãèÿ ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ

Ïëîòíîñòü ýíåðãèè ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ äàåòñÿ ôîðìóëîé (1.41)
ïðè B = 0:

W =
E2

8π
.
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Âû÷èñëèì, èñõîäÿ èç ýòîé ôîðìóëû, ýíåðãèþ íåïîäâèæíîé ñèñòåìû çàðÿ�
äîâ:

U =
1

8π

∫
E2dV,

ãäå èíòåãðèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó. Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà
E = −∇φ, ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü U ñëåäóþùèì îáðàçîì:

U = − 1

8π

∫
(E,∇φ)dV = − 1

8π

∫
div (φE)dV +

1

8π

∫
φdivEdV.

Ïåðâûé èíòåãðàë çäåñü ïðåîáðàçóåòñÿ â ïîâåðõíîñòíûé∫
V

div (φE)dV =

∮
S

φEdS

è äëÿ îãðàíè÷åííîé ñèñòåìû çàðÿäîâ îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè èíòåãðèðî�
âàíèè ïî áåñêîíå÷íîé ïîâåðõíîñòè, îõâàòûâàþùåé âñå ïðîñòðàíñòâî. Äåé�
ñòâèòåëüíî, ïðè óäàëåíèè îò ñèñòåìû φ óáûâàåò íå ìåäëåííåå 1/r, à E � íå
ìåäëåííåå 1/r2 (ïîäðîáíåå ñì. ðàçä. 2.3), òîãäà êàê ñàìà ïîâåðõíîñòü ðàñ�
òåò êàê r2. Ïîäñòàâëÿÿ âî âòîðîé èíòåãðàë divE = 4πρ, íàõîäèì ñëåäóþùåå
âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè ñèñòåìû çàðÿäîâ:

U =
1

2

∫
ρφdV. (2.11)

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ. Ïîäñòàâëÿÿ (1.4) â (2.11), ïîëó�
÷èì äëÿ U ñóììó âìåñòî èíòåãðàëà:

U =
1

2

∑
a

eaφa, (2.12)

ãäe φa = φ(r)|r=ra � ïîòåíöèàë, ñîçäàííûé â òî÷êå ra (â íåé íàõîäèòñÿ
çàðÿä ea) âñåìè çàðÿäàìè ñèñòåìû. Çàïèøåì

φa =
∑
b(b ̸=a)

eb
|ra − rb|

+
ea

|ra − ra|
(2.13)

è, ñîîòâåòñòâåííî,

U =
1

2

∑
a,b(b̸=a)

eaeb
|ra − rb|

+
1

2

∑
a

e2a
|ra − ra|

. (2.14)

Çäåñü ïåðâàÿ ñóììà, â êîòîðîé èíäåêñû a è b íå ñîâïàäàþò, ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ýíåðãèþ âçàèìîäåéñòâèÿ òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ. Âòîðàÿ ñóììà, íå çàâè�
ñÿùàÿ îò âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ çàðÿäîâ, åñòü ñóììà ñîáñòâåííûõ ýíåð�
ãèé òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ. Êàæäûé ÷ëåí â íåé ðàñõîäèòñÿ ââèäó ðàñõîäèìîñòè
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êóëîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà ïðè r → 0. Î÷åâèäíàÿ áåññìûñëåííîñòü ýòîãî
ðåçóëüòàòà îçíà÷àåò, ÷òî êëàññè÷åñêàÿ ýëåêòðîäèíàìèêà ñòàíîâèòñÿ íåïðè�
ìåíèìîé íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ. Òðóäíîñòü ñ ðàñõîäèìîñòüþ ñîáñòâåííîé

ýíåðãèè ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé è ïðîÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî â êëàññè÷å�
ñêîé ýëåêòðîäèíàìèêå, íî è â ñîâðåìåííîé òåîðèè ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö,
îñíîâó êîòîðîé ñîñòàâëÿþò êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà è òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè.
Äëÿ òîãî ÷òîáû èçáåæàòü ðàñõîäèìîñòè, ñëåäóåò ñ÷èòàòü ýëåìåíòàðíûå ÷à�
ñòèöû ïðîòÿæåííûìè. Íî ýòî íåèçáåæíî îçíà÷àåò íàëè÷èå ó íèõ âíóòðåí�
íåé ñòðóêòóðû, ò.å. ¾íåýëåìåíòàðíîñòü¿. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî íà îãðàíè�
÷åííóþ îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè óêàçûâàþò
ïðîòèâîðå÷èÿ âíóòðè íåå ñàìîé.

Èç-çà íåâîçìîæíîñòè âû÷èñëèòü â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìè�
êè ñîáñòâåííóþ ýíåðãèþ çàðÿäîâ îãðàíè÷èâàþòñÿ âû÷èñëåíèåì ýíåðãèè èõ
âçàèìîäåéñòâèÿ:

Uint =
1

2

∑
b ̸=a

eaeb
|ra − rb|

=
∑
b>a

eaeb
|ra − rb|

. (2.15)

Â ÷àñòíîñòè, ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ çàðÿäîâ äàåòñÿ âûðàæåíèåì

U12 =
e1e2

|r1 − r2|
. (2.16)

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå çàðÿäîâ. Ïóñòü èìåþòñÿ
äâå îãðàíè÷åííûå ñèñòåìû (íå îáÿçàòåëüíî ðàçäåëåííûå â ïðîñòðàíñòâå) ñ
ïëîòíîñòÿìè ρ1, ρ2, êîòîðûå ñîçäàþò ïîëÿ ñ ïîòåíöèàëàìè φ1, φ2. Âîñïîëü�
çîâàâøèñü ïðèíöèïîì ñóïåðïîçèöèè è ïîäñòàâèâ â (2.11) ρ = ρ1 + ρ2 è
φ = φ1 + φ2, áóäåì èìåòü

U = U11 + U22 + U12,

ãäå

U11 =
1

2

∫
ρ1φ1dV, U22 =

1

2

∫
ρ2φ2dV,

U12 =
1

2

∫
(ρ1φ2 + ρ2φ1)dV.

(2.17)

Âåëè÷èíû U11 è U22 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñîáñòâåííûå ýíåðãèè ñèñòåì 1 è 2,
à U12 � ýíåðãèÿ èõ âçàèìîäåéñòâèÿ (â ìåõàíèêå åå íàçûâàþò ïîòåíöèàëü�
íîé ýíåðãèåé âçàèìîäåéñòâèÿ). Ýíåðãèþ âçàèìîäåéñòâèÿ ìîæíî çàïèñàòü â
äðóãîì âèäå, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé

φ1,2(r) =

∫
ρ1,2(r

′)

|r− r′|
dV ′.
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Ïîìåíÿâ ìåñòàìè â îäíîì èç ñëàãàåìûõ â U12 èç (2.17) ïåðåìåííûå èíòå�
ãðèðîâàíèÿ r è r′, ïîëó÷èì

U12 =

∫∫
ρ1(r)ρ2(r

′)

|r− r′|
dV dV ′ =

∫
ρ1φ2dV =

∫
ρ2φ1dV. (2.18)

Ýíåðãèþ îäíîé ñèñòåìû òîæå ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç äâîéíîé èíòåãðàë:

U11 =
1

2

∫∫
ρ1(r)ρ1(r

′)

|r− r′|
dV dV ′.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà ìíîæèòåëü 1/2, îòëè÷àþùèé ýíåðãèþ îäíîé ñèñòåìû
îò ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ñèñòåì (2.18).

Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà: [1, ÷. I, � 22], [2, ãë. 3, � 7], [3, � 37].

2.3. Ïîëå íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò ñèñòåìû

çàðÿäîâ. Äèïîëüíûé è êâàäðóïîëüíûé ìîìåíòû

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó çàðÿäîâ, ëîêàëèçîâàííóþ â íåêîòîðîé îáëàñòè ïðî�
ñòðàíñòâà (ðèñ. 5). Ïîòåíöèàë åå ïîëÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (2.9)

φ (r) =

∫
ρ (r′)

|r− r′|
dV ′ (2.19)

èëè, åñëè çàðÿäû òî÷å÷íûå, ôîðìóëîé

φ(r) =
∑
a

ea
|r− r′a|

. (2.20)

dV’

r’

r

r-r’

Ðèñ. 5
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Ýòè îáùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëà óïðîùàþòñÿ, åñëè ïîëå ðàññìàòðèâà�
åòñÿ íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè îò ñèñòåìû r ≫ l, ãäå l � õàðàêòåðíûé ðàçìåð
ñèñòåìû. Âûáåðåì íà÷àëî êîîðäèíàò âíóòðè ñèñòåìû, òîãäà â (2.19), (2.20)
r′ ∼ l. Óïðîñòèì (2.19), (2.20), ðàçëàãàÿ

1

|r− r′|
= (r2 − 2rr′ + r′

2
)−

1
2 =

1

r

(
1− 2rr′

r2
+

r′2

r2

)−1
2

â íèõ ïî ñòåïåíÿì r′/r ñ ó÷åòîì ÷ëåíîâ, èìåþùèõ îòíîñèòåëüíóþ ìàëîñòü
∼ (r′/r)

2:
1

|r− r′|
≈ 1

r
+

rr′

r3
+

3(rr′)2

2r5
− r′2

2r3
. (2.21)

Ââåäåì òåíçîðíûå îáîçíà÷åíèÿ x1 = x, x2 = y, x3 = z. Çàïèñàâ ÷åðåç
íèõ ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ (ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïîäðàçóìåâàåò�
ñÿ ñóììèðîâàíèå)

rr′ = xαx
′
α, r2 = xαxα = δαβxαxβ,

ïðèâåäåì ñëàãàåìûå ñ êâàäðàòè÷íîé ìàëîñòüþ â (2.21) ê âèäó

3(rr′)2

2r5
− r′2

2r3
=

1

2r5
(3xαx

′
αxβx

′
β − r′2δαβxαxβ) =

xαxβ
2r5

(3x′αx
′
β − r′2δαβ).

(2.22)

Ñîîòâåòñòâåííî äëÿ (2.20) ïîëó÷èì ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî

φ(r) ≈
∑

ea
r

+
(r,
∑

ear
′
a)

r3
+

xαxβ
2r5

∑
e(3x′αx

′
β − r′2δαβ),

êîòîðîå ïðåäñòàâèì â âèäå

φ(r) =
q

r
+

dr

r3
+

Qαβxαxβ
2r5

. . . (2.23)

Çäåñü
q =

∑
a

ea

� ïîëíûé çàðÿä ñèñòåìû;
d =

∑
a

ear
′
a (2.24)

� äèïîëüíûé ìîìåíò (èëè ýëåêòðè÷åñêèé äèïîëüíûé ìîìåíò) ñèñòåìû çà�
ðÿäîâ;

Qαβ =
∑

e(3x′αx
′
β − r′2δαβ) (2.25)
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� òåíçîð êâàäðóïîëüíîãî ìîìåíòà ñèñòåìû çàðÿäîâ (ñóììà â Qαβ èäåò ïî
çàðÿäàì ñèñòåìû).

Åñëè çàðÿäû â ñèñòåìå ðàñïðåäåëåíû íåïðåðûâíî, òî âûðàæåíèÿ äëÿ q,
d è Qαβ ïðèíèìàþò âèä:

q =

∫
ρ(r′)dV ′, d =

∫
ρ(r′)r′dV ′, Qαβ =

∫
ρ(r′)(3x′αx

′
β−r′

2
δαβ)dV

′.

Ïðîäîëæàÿ ðàçëîæåíèå (2.21), ìû ìîãëè áû îïðåäåëèòü íå òîëüêî äè�
ïîëüíûé è êâàäðóïîëüíûé, íî è âûñøèå ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû ñèñòåìû.
Ïîýòîìó ðàçëîæåíèå (2.23) íàçûâàåòñÿ ðàçëîæåíèåì ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî
ïîòåíöèàëà ïî ìóëüòèïîëüíûì ìîìåíòàì. Êàê ñëåäóåò èç âûâîäà, ýòî åñòü
ðàçëîæåíèå ïî ñòåïåíÿì l/r. Äåéñòâèòåëüíî, îöåíèâàÿ âòîðîé ÷ëåí â (2.23)

d ∼ ql,
dr

r3
∼ ql

r2
,

âèäèì, ÷òî îí ìåíüøå ïåðâîãî â r/l ðàç. Òî÷íî òàê æå íà áîëüøèõ ðàññòîÿ�
íèÿõ êàæäûé ñëåäóþùèé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ ïî ìóëüòèïîëÿì èìååò ìàëîñòü
∼ l/r ≪ 1 ïî îòíîøåíèþ ê ïðåäûäóùåìó.

Ãëàâíûì ÷ëåíîì â (2.23) ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàë òî÷å÷íîãî çàðÿäà

φq = q/r.

Ñìûñë åãî î÷åâèäåí: íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ äåòàëè ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäà
íå ñóùåñòâåííû è ñèñòåìà ýêâèâàëåíòíà òî÷å÷íîìó çàðÿäó, ïîìåùåííîìó â
íà÷àëî êîîðäèíàò. Íî åñëè ïîëíûé çàðÿä ðàâåí íóëþ, òî ïåðâûì íåèñ÷åçà�
þùèì ÷ëåíîì îêàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàë äèïîëÿ

φd =
dr

r3
,

ýòèì îïðåäåëÿåòñÿ åãî âàæíîå çíà÷åíèå âî ìíîãèõ çàäà÷àõ ýëåêòðîäèíàìè�
êè. Òàêîé ïîòåíöèàë íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ ñîçäàåò íåéòðàëüíàÿ ñèñòåìà
çàðÿäîâ (íàïðèìåð, ìîëåêóëà).

Äèïîëüíûé ìîìåíò ýëåêòðîíåéòðàëüíîé ñèñòåìû, ó êîòîðîé
∑

ea = 0,
îêàçûâàåòñÿ íå çàâèñÿùèì îò âûáîðà ñèñòåìû îòñ÷åòà: ñäâèíóâ íà÷àëî íà
âåêòîð b

r′a = ra + b,

áóäåì èìåòü â íîâîé ñèñòåìå îòñ÷åòà

d′ =
∑

ear
′
a =

∑
ea(ra + b) =

∑
a

eara + b
∑
a

ea =
∑
a

eara,

ò.å. d′ = d.
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Ïðîñòåéøåé ñèñòåìîé, îáëàäàþùåé äèïîëüíûì ìîìåíòîì, ÿâëÿåòñÿ ýëå�
ìåíòàðíûé äèïîëü, êîòîðûé ñîñòîèò èç äâóõ òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ +e è −e,
íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè l äðóã îò äðóãà. Äèïîëüíûé ìîìåíò òàêîé ñè�
ñòåìû åñòü

d = el,

ãäå âåêòîð l íàïðàâëåí îò îòðèöàòåëüíîãî çàðÿäà ê ïîëîæèòåëüíîìó.
Íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ äèïîëÿ âû÷èñëÿåòñÿ äèôôåðåíöè�

ðîâàíèåì ïîòåíöèàëà φd

Ed = −∇dr

r3
=

3(dr)r

r5
− d

r3
,

èëè

Ed =
3(dn)n− d

r3
, (2.26)

ãäå n = r/r � åäèíè÷íûé âåêòîð â íàïðàâëåíèè r.
Òàêèì îáðàçîì, ïîòåíöèàë è íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî ñèñòå�

ìîé ñ íóëåâûì ïîëíûì çàðÿäîì, íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îáðàòíî ïðîïîðöè�
îíàëüíû êâàäðàòó è êóáó ðàññòîÿíèÿ ñîîòâåòñòâåííî: φd ∼ r−2, Ed ∼ r−3.
Ýòî ïîëå îáëàäàåò îñåâîé ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî íàïðàâëåíèÿ d.

Åñëè ðàñïðåäåëåíèå çàðÿäîâ â ñèñòåìå èìååò ñôåðè÷åñêóþ ñèììåòðèþ,
òî, êàê ëåãêî ïîíÿòü, âíå îáëàñòè ðàñïîëîæåíèÿ çàðÿäîâ ïîëå â òî÷íîñòè
ñîâïàäàåò ñ ïîëåì òî÷å÷íîãî çàðÿäà q, ðàâíîãî ñóììàðíîìó çàðÿäó ñèñòåìû,
à ñëåäîâàòåëüíî, âñå ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû òàêîé ñèñòåìû ðàâíû íóëþ.
Ïîýòîìó ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû äîëæíû õàðàêòåðèçîâàòü àñèììåòðèþ
(îòêëîíåíèå îò ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè) â ðàñïðåäåëåíèè çàðÿäîâ. Âûÿñ�
íèì, ñ êàêèì ñâîéñòâîì â ðàñïîëîæåíèè çàðÿäîâ ñâÿçàí äèïîëüíûé ìîìåíò.
Ïóñòü e+a , r+a è e−a , r−a åñòü ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå çàðÿäû ñè�
ñòåìû è èõ ðàäèóñ-âåêòîðû, òîãäà äèïîëüíûé ìîìåíò ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå

d =
∑

e+a r
+
a +

∑
e−a r

−
a =

∑
e+a r

+
a∑

e+a

∑
e+a +

∑
e−a r

−
a∑

e−a

∑
e−a =

= R+
∑

e+a +R−
∑

e−a ,

ãäå

R± =

∑
e±a r

±
a∑

e±a
(2.27)

åñòü ðàäèóñ-âåêòîðû ¾öåíòðîâ çàðÿäîâ¿ ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ
[ñð. (2.27) ñ âûðàæåíèåì äëÿ öåíòðà ìàññ ñèñòåìû]. Åñëè ñèñòåìà ýëåêòðî�
íåéòðàëüíà, ò.å.

∑
e+a = −

∑
e−a = e, òî

d = e(R+ −R−) (2.28)
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è ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî äèïîëüíûé ìîìåíò õàðàêòåðèçóåò àñèììåòðèþ â
ðàñïîëîæåíèè çàðÿäîâ, ñâÿçàííóþ ñî ñìåùåíèåì öåíòðîâ ïîëîæèòåëüíîãî
è îòðèöàòåëüíîãî çàðÿäîâ.

Åñëè ýëåêòðîíåéòðàëüíàÿ ñèñòåìà èìååò íóëåâîé äèïîëüíûé ìîìåíò, òî
ãëàâíûì â ðàçëîæåíèè (2.23) ÿâëÿåòñÿ êâàäðóïîëüíûé ÷ëåí

φQ =
Qαβxαxβ

2r5
=

Qαβnαnβ

2r3
,

ãäå n = r/r � åäèíè÷íûé âåêòîð. Îòñþäà âèäíî, ÷òî φQ ∼ 1/r3; ñîîòâåò�
ñòâåííî EQ ∼ 1/r4.

Êâàäðóïîëüíûé ìîìåíò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà. Èç
îïðåäåëåíèÿ (2.25) ñëåäóåò

Qαβ = Qβα, (2.29)

ò.å. îí ñèììåòðè÷åí, à åãî ñëåä (ñóììà äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ) ðàâåí íó�
ëþ:

SpQ = Qαα = Q11 +Q22 +Q33 = 0. (2.30)

Äåéñòâèòåëüíî,

SpQ =
∑
ïî

çàðÿäàì

e
∑
α

[
3(x′α)

2 − r′2δαα
]
=
∑
ïî

çàðÿäàì

e(3r′2 − 3r′2) = 0. (2.31)

Âñëåäñòâèå ýòèõ ñâîéñòâ èç äåâÿòè êîìïîíåíò òåíçîðà êâàäðóïîëüíîãî ìî�
ìåíòà íåçàâèñèìûìè ÿâëÿþòñÿ ïÿòü.

Êàê è âñÿêèé òðåõìåðíûé ñèììåòðè÷íûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà, Qαβ

ìîæåò áûòü ïðèâåäåí ê ãëàâíûì îñÿì (äëÿ èõ õàðàêòåðèñòèêè, î÷åâèäíî,
íóæíû òðè âåëè÷èíû), â êîòîðûõ îòëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî äèàãîíàëüíûå
ýëåìåíòû:

Qαβ =

 Q1 0 0
0 Q2 0
0 0 Q3

 . (2.32)

Â ñèëó óñëîâèÿ (2.31) òîëüêî äâà èç òðåõ ãëàâíûõ çíà÷åíèé Qi íåçàâèñèìû.
Åñëè ñèñòåìà çàðÿäîâ ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé îñè (Oz �

îñü ñèììåòðèè), òî

Q1 = Q2 = −1

2
Q3.

Âåëè÷èíó Q3 = Q íàçûâàþò â ýòîì ñëó÷àå ïðîñòî êâàäðóïîëüíûì ìîìåí�
òîì. Íàéäåì êâàäðóïîëüíûé ïîòåíöèàë äëÿ àêñèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çà�
ðÿäîâ. Ïåðåõîäÿ îò äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò ê ñôåðè÷åñêèì

x = r sin θ cosα, y = r sin θ sinα, z = r cos θ,
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ïîëó÷èì ñëåäóþùåå êîìïàêòíîå âûðàæåíèå:

φQ =
x2Q1 + y2Q2 + z2Q3

2r5
=

Q

4r3
(3 cos2 θ − 1) =

Q

2r3
P2(cos θ),

ãäå P2(cos θ) � ïîëèíîì Ëåæàíäðà.
Ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ äèïîëüíîãî ìîìåíòà, íåòðóäíî

óáåäèòüñÿ, ÷òî êâàäðóïîëüíûé ìîìåíò ñèñòåìû íå çàâèñèò îò âûáîðà íà÷à�
ëà êîîðäèíàò, åñëè ðàâíû íóëþ êàê ïîëíûé çàðÿä, òàê è äèïîëüíûé ìîìåíò
ñèñòåìû.

Âûøå óïîìèíàëîñü, ÷òî ïðîäîëæàÿ ðÿä (2.21), ìîæíî ïîëó÷èòü ïîñëå�
äóþùèå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ ïîòåíöèàëà ïî ñòåïåíÿì l/r. Óäîáíåå, îäíàêî,
ïîëó÷èòü îáùèé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ

φ = φ(0) + φ(1) + φ(2) + . . . , φ(n) ∼ 1/rn+1

â äðóãîì âèäå, âîñïîëüçîâàâøèñü èçâåñòíîé èç òåîðèè ñôåðè÷åñêèõ ôóíê�
öèé ôîðìóëîé

1

|r− r′|
=

∞∑
l=0

l∑
m=−l

4π

2l + 1

r′l

rl+1
Ylm(θ, α)Y

∗
lm(θ

′, α′) ïðè r > r′. (2.33)

Çäåñü θ, α � óãëû âåêòîðà r, θ′, α′ � óãëû âåêòîðà r′ â ôèêñèðîâàííîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ñ ïîìîùüþ (2.33) ïðåäñòàâèì ïîòåíöèàë (2.19) â âèäå

φ(r) =
∞∑
l=0

l∑
m=−l

√
4π

2l + 1

QlmYlm(θ, α)

rl+1
. (2.34)

Ñîâîêóïíîñòü 2l+1 âåëè÷èí Qlm ñîñòàâëÿåò ìóëüòèïîëüíûé ìîìåíò ïîðÿä�
êà l:

Qlm =

√
4π

2l + 1

∫
ρ(r′)r′lY ∗

lm(θ
′, α′)dV ′. (2.35)

Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà: [1, ÷. I, � 21], [2, ãë. 3, � 4], [3, � 40].

2.4. Ñèñòåìà çàðÿäîâ â êâàçèîäíîðîäíîì âíåøíåì

ïîëå

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó çàðÿäîâ, íàõîäÿùóþñÿ âî âíåøíåì ïîëå. Îáîçíà�
÷èì φ(r) ïîòåíöèàë ýòîãî âíåøíåãî ïîëÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîëå ñëàáî
ìåíÿåòñÿ íà ïðîòÿæåíèè ñèñòåìû çàðÿäîâ: åñëè l � õàðàêòåðíûé ðàçìåð ñè�
ñòåìû, à L� õàðàêòåðíîå ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîì ïîëå ìåíÿåòñÿ çàìåòíûì
îáðàçîì, òî l ≪ L. Ýòî óñëîâèå ïîçâîëÿåò ïðîèçâåñòè ðàçëîæåíèå â ðÿä
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è âûðàçèòü ýíåðãèþ ÷åðåç ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû ñèñòåìû, ââåäåííûå â
ðàçä. 2.3.

Çàïèøåì îáùåå âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè â âèäå

U =
∑
a

eaφ(r+ r′a). (2.36)

Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàäèóñ-âåêòîðû r′a ïðîâåäåíû ê çàðÿäàì èç òî÷êè
O′, ðàñïîëîæåííîé âíóòðè ñèñòåìû, à ñàìà òî÷êà O′ èìååò ðàäèóñ-âåêòîð r
îòíîñèòåëüíî íà÷àëà ñèñòåìû êîîðäèíàò O (ðèñ. 6). Èìåÿ â âèäó êâàçèîä�
íîðîäíîñòü âíåøíåãî ïîëÿ, ðàçëîæèì åãî ïîòåíöèàë â ðÿä ïî ñòåïåíÿì r′:

φ(r+ r′) = φ(r) + x′α
∂φ

∂xα
+

1

2
x′αx

′
β

∂2φ

∂xα∂xβ
+ . . . , (2.37)

ãäå çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ áåðóòñÿ â òî÷êå r. Â ïðåäåëàõ ñèñòåìû èñòî÷íè�
êîâ âíåøíåãî ïîëÿ íåò, ïîýòîìó ïîòåíöèàë φ(r) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
Ëàïëàñà

∆φ =
∂2φ

∂xα∂xα
=

∂2φ

∂xα∂xβ
δαβ = 0. (2.38)

r

r’

O’

O

y

x

z

Ðèñ. 6

Ïåðåïèøåì ñ ó÷åòîì ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà âûðàæåíèå (2.37) äëÿ ïîòåíöèà�
ëà

φ(r+ r′) = φ(r) + r′∇φ+
1

6

∂2φ

∂xα∂xβ
(3x′αx

′
β − r′

2
δαβ) . . . (2.39)

Ýíåðãèÿ (2.36) òåïåðü ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

U = φ(r)
∑

ea+(∇φ,
∑

ear
′
a)+

1

6

∂2φ

∂xα∂xβ

∑
e(3x′αx

′
β−r′

2
δαβ)+. . . (2.40)
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Îöåíèâàÿ ïðîèçâîäíûå â ïðåäûäóùåì âûðàæåíèè

∂φ

∂xα
∼ φ

L
,

∂2φ

∂xα∂xβ
∼ ∂φ/∂xα

L
∼ φ

L2
,

çàêëþ÷àåì, ÷òî ðàçëîæåíèå â (2.36) èäåò ïî ïàðàìåòðó l/L.
Çàïèøåì âûðàæåíèå (2.40) ÷åðåç ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû:

U = qφ− dE+
1

6
Qαβ

∂2φ

∂xα∂xβ
+ . . . , (2.41)

ãäå âåëè÷èíû φ è E áåðóòñÿ ïðè àðãóìåíòå r. Ïåðâûé ÷ëåí â (2.41) ïðåäñòàâ�
ëÿåò ñîáîé ýíåðãèþ òî÷å÷íîãî çàðÿäà âî âíåøíåì ïîëå, äèôôåðåíöèðîâàíèå
åãî ïî r äàåò èçâåñòíîå âûðàæåíèå äëÿ ñèëû

F = −∇U = −q∇φ = qE.

Åñëè ñóììàðíûé çàðÿä ñèñòåìû ðàâåí íóëþ, òî ïåðâîå ñëàãàåìîå â (2.41)
èñ÷åçàåò è ýíåðãèÿ ñèñòåìû äàåòñÿ âûðàæåíèåì

U ≈ −dE (2.42)

(ýíåðãèÿ äèïîëÿ âî âíåøíåì ïîëå). Âû÷èñëÿÿ ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà ñèñòå�
ìó, íàõîäèì

F = −∇U = ∇(dE) = (d∇)E+ [d, rotE] = (d∇)E. (2.43)

Åñëè ïîëå îäíîðîäíîå (E � ïîñòîÿííûé âåêòîð), òî F = 0, íî ìîìåíò ñèë
K íå ðàâåí íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî,

K =
∑

[ra,Fa] =
∑

[ra, eaEa] = {Ea = E} =
∑

[eara,E] =
[∑

eara,E
]
,

òàê ÷òî îêîí÷àòåëüíî
K = [dE]. (2.44)

Òàêèì îáðàçîì, äèïîëüíûé ìîìåíò íå òîëüêî îïðåäåëÿåò ïîëå ñèñòåìû íà
áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò íåå, íî è äåéñòâèå íà ñèñòåìó âíåøíåãî ïîëÿ.

Åñëè q = 0 è d = 0, òî ýíåðãèÿ ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ êâàäðóïîëüíûì
ìîìåíòîì

U ≈ 1

6
Qαβ

∂2φ

∂xα∂xβ
.

Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà: [1, ÷. I, � 22], [2, ãë. 3, � 8], [3, � 42].
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3. Ïîñòîÿííîå ìàãíèòíîå ïîëå

3.1. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ. Çàêîí Áèî � Ñàâàðà �

Ëàïëàñà

Èíäóêöèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ, íå çàâèñÿùåãî îò âðåìåíè, óäîâëåòâîðÿåò
ñèñòåìå óðàâíåíèé [ñì. (2.1)]

divB = 0, (3.1)

rotB =
4π

c
j. (3.2)

Ïîñêîëüêó ∂ρ/∂t = 0, òî èç óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè âûòåêàåò óñëîâèå
ñòàöèîíàðíîñòè òîêîâ:

div j = 0. (3.3)

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü è èç óðàâíåíèÿ (3.2), âû÷èñëèâ äè�
âåðãåíöèþ îáåèõ åãî ÷àñòåé. Ïðè ðàñ÷åòå ìàãíèòíûõ ïîëåé îò ñèììåòðè÷íî
ðàñïðåäåëåííûõ òîêîâ ïîëåçíà èíòåãðàëüíàÿ ôîðìà çàêîíà Àìïåðà (3.2):∮

Bdl =
4π

c

∫
S

jdS =
4π

c
J. (3.4)

Ïðèìåíèì ýòî óðàâíåíèå äëÿ ðàñ÷åòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî äëèí�
íûì öèëèíäðè÷åñêèì ïðîâîäíèêîì, òîê â êîòîðîì èìååò îñåâóþ ñèììåòðèþ
j = j(r). Âñëåäñòâèå àêñèàëüíîé ñèììåòðèè B = B(r), ïðè÷åì âåêòîð B ëå�
æèò â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïðîâîäíèêó, è íàïðàâëåí ïî êàñàòåëü�
íîé ê îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì íà îñè ïðîâîäíèêà. Âû÷èñëÿÿ öèðêóëÿöèþ B
ïî òàêîé îêðóæíîñòè∮

Bdl =

∮
Bdl = B

∮
dl = 2πrB,

íàõîäèì

B(r) =
2J

cr
,

ãäå

J =

∫
jdS =

∫
jdS = 2π

r∫
0

j(r)rdr.

Â îáùåì ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òîêîâ óðàâíåíèå (3.1) ïîçâî�
ëÿåò ïðåäñòàâèòüB(r) â âèäå ðîòîðà íåêîòîðîãî âåêòîðàA(r)� âåêòîðíîãî

ïîòåíöèàëà:
B = rotA. (3.5)
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Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî (3.1) è (3.5) ýêâèâàëåíòíû. Äåéñòâèòåëüíî, div rotA = 0, òàê
÷òî èç (3.5) ñëåäóåò (3.1). Óáåäèìñÿ, ÷òî èç (3.1) ñëåäóåò (3.5). Èç ( 3.1) è òåîðåìû
Îñòðîãðàäñêîãî � Ãàóññà èìååì

0 =

∫
V

divBdV =

∮
S

BdS.

Ïîòîê B ÷åðåç çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü ðàâåí íóëþ, ïîýòîìó ïîòîê B ÷åðåç íåçàìêíóòóþ
ïîâåðõíîñòü, îïèðàþùóþñÿ íà êîíòóð, íå çàâèñèò îò ôîðìû ïîâåðõíîñòè, à çàâèñèò

òîëüêî îò êîíòóðà:

∫
S

BdS =

∮
L

Adl, ãäåA � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ. Âû÷èñëÿÿ ïðîåêöèþ

rotA íà ïðîèçâîëüíîå íàïðàâëåíèå (ñ÷èòàåì ïîâåðõíîñòü S ïëîñêîé, ïåðïåíäèêóëÿðíîé
íàïðàâëåíèþ n), íàõîäèì

(rotA)n = lim
S→0

∮
Adl

S
= lim

S→0

∫
BdS

S
= lim

S→0

∫
BndS

S
= lim

S→0
Bn

∫
dS

S
= Bn,

ãäå Bn � çíà÷åíèå Bn â êàêîé-ëèáî òî÷êå ïîâåðõíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, èç (3.1) ñëåäóåò

(3.5).

Îòìåòèì, ÷òî âåêòîðíûé ïîòåíöèàë îïðåäåëåí íåîäíîçíà÷íî. Â ñàìîì
äåëå, ãðàäèåíòíîå ïðåîáðàçîâàíèå

A = Ã+∇χ

(χ � ïðîèçâîëüíàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ) íå èçìåíÿåò çíà÷åíèÿ B(r), òàê
êàê ðàâåíñòâî rot∇χ = 0 âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâåííî ïðè âñåõ χ.

Ïîäñòàâèì (3.5) â (3.2):

rot rotA = grad divA−∆A =
4π

c
j. (3.6)

Èñïîëüçóÿ íåîäíîçíà÷íîñòü âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà, íàëîæèì íà íåãî äî�
ïîëíèòåëüíîå óñëîâèå. Ïîòðåáóåì, ÷òîáû

divA = 0. (3.7)

Åñëè ïîòåíöèàë Ã íå óäîâëåòâîðÿåò ýòîé êàëèáðîâêå, òî åå âûïîëíåíèå
ìîæíî îáåñïå÷èòü, äîáàâëÿÿ ê ïîòåíöèàëó ∇χ: A = Ã + ∇χ. Ïðè ýòîì
ôóíêöèÿ χ äîëæíà áûòü òàêîé, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óðàâíåíèå

div Ã+∆χ = 0.

Èíà÷å ãîâîðÿ, ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ôèêñèðóåò ôóíêöèþ χ.
Ïîñëå âûáîðà êàëèáðîâêè (3.7) èç (3.6) ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ Ïóàññîíà

äëÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà:

∆A = −4π

c
j. (3.8)
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Çíàÿ ðåøåíèå (2.9) äëÿ ñêàëÿðíîãî óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà (2.6), ñðàçó ìîæåì
çàïèñàòü ðåøåíèå (3.8):

A(r) =
1

c

∫
j(r′)dV ′

|r− r′|
. (3.9)

Íàéäåì òåïåðü ìàãíèòíóþ èíäóêöèþ:

B = rotA =
1

c

∫
rotr

j(r′)

|r− r′|
dV ′.

Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ r− r′ = R, òàê ÷òî rotr = rotR. Âû÷èñëÿÿ

rotr
j(r′)

|r− r′|
= rotR

j(r′)

R
= [∇ 1

R
, j(r′)] =

[jR]

R3
,

íàõîäèì

B(r) =
1

c

∫
[j(r′),R]

R3
dV ′ =

1

c

∫
[j(r′), r− r′]

|r− r′|3
dV ′. (3.10)

Òàêèì îáðàçîì, òîê j, òåêóùèé â îáúåìå dV ′, ñîçäàåò ïîëå

dB =
1

c

[j(r′),R]

R3
dV ′. (3.11)

Â ýòîì ñîñòîèò çàêîí Áèî � Ñàâàðà � Ëàïëàñà.
Ðàññìîòðèì çàìêíóòûé êâàçèëèíåéíûé òîê (òîê íàçûâàåòñÿ êâàçèëè�

íåéíûì, åñëè ëèíåéíûå ðàçìåðû ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ïðîâîäíèêà ïðåíå�
áðåæèìî ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ ëèíåéíûìè ðàçìåðàìè êîíòóðà è ñ ðàññòî�
ÿíèåì äî òî÷êè íàáëþäåíèÿ). Â ýòîì ñëó÷àå j ∥ dl, èëè j = jnl, ãäå nl �
åäèíè÷íûé âåêòîð êàñàòåëüíîé ê êîíòóðó: dl = nldl. Âåêòîð ïëîòíîñòè òîêà
ìîæåì ïîýòîìó ïðåäñòàâèòü â âèäå j = jnl è çàïèñàòü

jdV = jdldS = jdSdl = Jdl. (3.12)

Òîãäà äëÿ êâàçèëèíåéíîãî òîêà âìåñòî (3.9), (3.10), (3.11) ïîëó÷àåì:

A(r) =
J

c

∮
dl

R
, (3.13)

B(r) =
J

c

∮
[dlR]

R3
, (3.14)

dB =
J

c

[dlR]

R3
. (3.15)

Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà: [1, ÷. I, � 24], [3, � 43].
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3.2. Ìàãíèòíûé ìîìåíò

Âû÷èñëèì ìàãíèòíîå ïîëå íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò îãðàíè÷åííîé ñè�
ñòåìû ñòàöèîíàðíûõ òîêîâ. Â ýòîì ñëó÷àå îáùåå âûðàæåíèå äëÿ âåêòîðíîãî
ïîòåíöèàëà

A(r) =
1

c

∫
j(r′)dV ′

|r− r′| (3.16)

ìîæíî óïðîñòèòü. Ñ÷èòàåì, ÷òî r ≫ l (l/r ≪ 1), ãäå r � ðàññòîÿíèå äî
òî÷êè íàáëþäåíèÿ, l � ðàçìåðû îáëàñòè, âíóòðè êîòîðîé ñóùåñòâóþò òîêè.
Ðàçëîæèì |r− r′|−1 ïî r′/r:

1

|r− r′|
=

1

r
− r′∇1

r
=

1

r
+

rr′

r3
+ . . .

Íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ ýòîò ðÿä áûñòðî ñõîäèòñÿ. Ïîäñòàâèâ ïîñëåäíåå
ðàçëîæåíèå â (3.16) è îãðàíè÷èâàÿñü äâóìÿ ÷ëåíàìè, ïîëó÷èì

A(r) =
1

cr

∫
j(r′) dV ′ +

1

cr3

∫
j(r′)(rr′) dV ′. (3.17)

Ïîêàæåì, ÷òî ∫
j dV ′ = 0. (3.18)

Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Îñòðîãðàäñêîãî � Ãàóññà∫
div a dV =

∮
a dS, (3.19)

â êîòîðîé ïîëîæèì a = (cr)j, ãäå c � ïîñòîÿííûé âåêòîð. Âû÷èñëèâ

div a = div (cr)j = (∇, (cr)j) = (cr)(∇j) + (j,∇(cr)) = (cr)div j+ (cj)

è ïîäñòàâèâ äâà ïîñëåäíèõ âûðàæåíèÿ â ôîðìóëó (3.19), èíòåãðèðîâàíèå â
êîòîðîé áóäåì âåñòè ïî âñåé îáëàñòè, ãäå èìåþòñÿ òîêè, ïîëó÷èì∫

V

r div j dV +

∫
V

j dV =

∮
S

rjn dS.

Íî div j = 0 ïî óñëîâèþ ñòàöèîíàðíîñòè, à íà ãðàíèöå îáëàñòè jn|S = 0,
òàê êàê òîê ÷åðåç ãðàíè÷íóþ ïîâåðõíîñòü íå ïðîòåêàåò. Òàêèì îáðàçîì, èç
ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò ðàâåíñòâî (3.18). Îíî îçíà÷àåò, ÷òî â ðàçëî�
æåíèè (3.17) ÷ëåíà, àíàëîãè÷íîãî ïîòåíöèàëó òî÷å÷íîãî çàðÿäà â (2.23), íå
ñóùåñòâóåò.
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Ðàññìîòðèì òåïåðü âòîðîé ÷ëåí â (3.17). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî∫
V

(rr′)j(r′) dV ′ =
1

2

∫
[[r′j(r′)]r] dV ′. (3.20)

Èñïîëüçóÿ ýòî èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî, ïðåäñòàâèì A(r) â âèäå

A(r) =
1

2cr3

∫
[[r′j(r′)]r] dV ′.

Ââåäåì âåêòîð

M =
1

2c

∫
[rj(r)] dV, (3.21)

êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ìàãíèòíûì ìîìåíòîì ñèñòåìû (èëè ìàãíèòíûì äè�
ïîëüíûì ìîìåíòîì). Ñ åãî ïîìîùüþ âåêòîðíûé ïîòåíöèàë íà áîëüøèõ ðàñ�
ñòîÿíèÿõ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

A(r) =
[Mr]

r3
. (3.22)

Èòàê, M îïðåäåëÿåò ìàãíèòíîå ïîëå íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò ñèñòåìû
òîêîâ.

Äîêàæåì òåïåðü òîæäåñòâî (3.20). Ìîæåì çàïèñàòü

[[r′j]r] = j(rr′)− r′(jr) = j(rr′)− r′div r′((rr
′)j). (3.23)

Äåéñòâèòåëüíî,

div r′(rr
′)j = (rr′)div j+ (j,∇r′(rr

′)) = (jr), (3.24)

òàê êàê div j = 0 è ∇r′(rr
′) = r . Ïðîèíòåãðèðóåì ñîîòíîøåíèå (3.23) ïî âñåìó îáúåìó:∫

[[r′j]r] dV ′ =

∫
(rr′)j dV ′ −

∫
r′div r′(rr

′)j dV ′. (3.25)

Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Îñòðîãðàäñêîãî � Ãàóññà∫
div a dV ′ =

∮
a dS′

è âîçüìåì a = (cr′)(rr′)j, ãäå c � ïîñòîÿííûé âåêòîð. Òîãäà

div r′a = (cr′)div r′(rr
′)j+ (∇(cr), (rr′)j) = (cr′)div r′(rr

′)j+ (c, (rr′)j). (3.26)

Ïîñêîëüêó ∫
div a dV ′ =

∮
andS

′ = 0,
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òàê êàê íà ãðàíèöå îáëàñòè, ãäå èìåþòñÿ òîêè, jn|S = 0, òî èç (3.26) ïîëó÷àåì∫
r′div r′(rr

′)j dV ′ = −
∫

(rr′)j dV ′.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â (3.25), óáåæäàåìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè (3.20).

Âû÷èñëèì ñ ïîìîùüþ (3.22) èíäóêöèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà áîëüøèõ
ðàññòîÿíèÿõ:

B(r) = rotA(r) =
3(Mn)n−M

r3
, n =

r

r
. (3.27)

Ìû âèäèì, ÷òî èíäóêöèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ìàãíèòíûé
ìîìåíò òàêîé æå ôîðìóëîé, êàêîé íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âû�
ðàæàåòñÿ ÷åðåç äèïîëüíûé ìîìåíò [ñì. (2.26)]. Íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò
ñèñòåìû ñòàöèîíàðíûõ òîêîâ A ∼ 1/r2, B ∼ 1/r3 .

Ïîñêîëüêó ìàãíèòíîå ïîëå íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ íåïîñðåäñòâåííî
îïðåäåëÿåòñÿ ìàãíèòíûì ìîìåíòîì, âåëè÷èíà ïîñëåäíåãî íå ìîæåò çàâè�
ñåòü îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò. Âûáåðåì øòðèõîâàííóþ ñèñòåìó êîîð�
äèíàò ñî ñäâèíóòûì íà a íà÷àëîì:

r = r′ + a. (3.28)

Ìàãíèòíûé ìîìåíò â íåé

M′ =
1

2c

∫
[r′j′(r′)]dV ′.

Ïîñêîëüêó j(r) = j′(r′) (ýòî âåêòîð ïëîòíîñòè òîêà â îäíîé è òîé æå òî÷êå
ïðîñòðàíñòâà) è dV ′ = dV (ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ (3.28) ðàâåí åäèíèöå,
ïîýòîìó ýëåìåíò îáúåìà íå èçìåíÿåòñÿ), òî

M′ =
1

2c

∫
[r− a, j(r)]dV =

1

2c

∫
[rj(r)]dV = M,

òàê êàê
∫

j(r)dV = 0.

Ðàññìîòðèì äâà ïðîñòûõ ïðèìåðà âû÷èñëåíèÿ ìàãíèòíûõ ìîìåíòîâ.
1. Ìàãíèòíûé ìîìåíò ïëîñêîãî êîíòóðà ñ òîêîì. Ïóñòü ïîñòîÿííûé òîê

J òå÷åò ïî ïëîñêîìó êîíòóðó, îáðàçîâàííîìó òîíêèì ïðîâîäíèêîì, ëåæà�
ùèì â ïëîñêîñòè xy (ðèñ. 7).

Çàìåíÿÿ jdV → Jdl â ôîðìóëå (3.21) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî

dS =
1

2
[rdl],
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ãäå dS = ndS, dS � ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî ðàäèóñ-âåêòîðîì
r, ïðîâåäåííûì ê ýëåìåíòó òîêà, è ýëåìåíòîì êîíòóðà dl, ïîëó÷èì

M =
1

2c

∫
[rj] dV =

J

2c

∮
[rdl] =

J

c

∮
dS =

J

c
n

∮
dS =

J

c
Sn.

Èòàê, ìàãíèòíûé ìîìåíò ïëîñêîãî êîíòóðà îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíè�
åì òîêà J íà ïëîùàäü êîíòóðà S (ò.å. íå çàâèñèò îò ôîðìû êîíòóðà) è
íàïðàâëåí ïî íîðìàëè ê ïëîñêîñòè êîíòóðà:

M =
J

c
Sn. (3.29)

aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa
aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa
aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa
aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa
aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa
aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa
aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa
aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa
aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa
aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa
aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa
aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa

n
dl

r

O

x

y

z

Ðèñ. 7

2. Ìàãíèòíûé ìîìåíò ñèñòåìû ÷àñòèö ñ îäèíàêîâûì îòíîøåíèåì çàðÿäà
ê ìàññå

ei
mi

=
e

m
(íàïðèìåð, ñèñòåìû îäèíàêîâûõ ÷àñòèö). Çàïèñàâ ïëîò�

íîñòü òîêà â âèäå

j =
∑

eavaδ(r− ra),

ïîëó÷èì äëÿ ìàãíèòíîãî ìîìåíòà

M =
1

2c

∑
ei[rivi] =

1

2c

∑ ei
mi

[ripi] =
e

2mc

∑
[ripi],

èëè

M =
e

2mc
L, (3.30)

ãäå L =
∑

[ripi] � ïîëíûé ìîìåíò èìïóëüñà ñèñòåìû. Åñëè èìååòñÿ îäíà
÷àñòèöà, òî ôîðìóëà (3.30) äàåò ñâÿçü ìåæäó ìàãíèòíûì ìîìåíòîì, ñîçäàâà�
åìûì äâèæåíèåì îäíîé ÷àñòèöû â ïðîñòðàíñòâå, è åå ìåõàíè÷åñêèì ìîìåí�
òîì. Ìíîãèì ÷àñòèöàì, êàê çàðÿæåííûì (ýëåêòðîíû, ïðîòîíû), òàê è íåé�
òðàëüíûì (íåéòðîíû), ïðèñóù âíóòðåííèé (ñïèíîâûé) ìàãíèòíûé ìîìåíò,
îïðåäåëÿåìûé èõ âíóòðåííåé ñòðóêòóðîé. Ìåæäó ñïèíîâûìè ìîìåíòàìè �
ìàãíèòíûìMs è ìåõàíè÷åñêèì Ls � âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåMs = ηsLs,
îäíàêî êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ηs íå ñîâïàäàåò ñ e/2mc è ðàçëè�
÷åí äëÿ ðàçíûõ ÷àñòèö. Ñïèíîâûé ìàãíèòíûé ìîìåíò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
êâàíòîâîå ÿâëåíèå, íå îáúÿñíÿåìîå êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêîé.

Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà: [1, ÷. I, � 25], [2, ãë. 5, � 2], [3, � 44].

46



3.3. Ìàãíèòíàÿ ýíåðãèÿ

ïîñòîÿííûõ òîêîâ. Êîýôôèöèåíòû

ñàìîèíäóêöèè è âçàèìíîé èíäóêöèè

Âû÷èñëèì ïîëíóþ ìàãíèòíóþ ýíåðãèþ îãðàíè÷åííîé ñèñòåìû ñòàöèî�
íàðíûõ òîêîâ. Èñõîäèì èç âûðàæåíèÿ äëÿ ïëîòíîñòè ìàãíèòíîé ýíåðãèè
(ôîðìóëà (1.41) ïðè E = 0):

W =
B2

8π
.

Èíòåãðèðóÿ ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó

U =

∫
B2

8π
dV

è ïðåîáðàçóÿ ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå

B2 = BB = B rotA = (rotB,A) + div [AB],

ïðèõîäèì ê

U =
1

8π

∫
(rotB,A)dV +

1

8π

∫
div [AB]dV =

1

2c

∫
jAdV +

∮
1

8π
[AB]dS,

ãäå â ïåðâîì èíòåãðàëå ó÷òåíî, ÷òî rotB =
4π

c
j, à êî âòîðîìó èíòåãðàëó

ïðèìåíåíà òåîðåìà Îñòðîãðàäñêîãî � Ãàóññà. Ïîñêîëüêó íà áîëüøèõ ðàñ�
ñòîÿíèÿõ

A ∼ 1

r2
, B ∼ 1

r3
,

òî âòîðîé èíòåãðàë ïî áåñêîíå÷íî óäàëåííîé ïîâåðõíîñòè ðàâåí íóëþ è

U =
1

2c

∫
jA dV (3.31)

[ñð. ñ âûðàæåíèåì (2.11) äëÿ ýíåðãèè ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ].
Íàéäåì ýíåðãèþ ñèñòåìû ïðîâîäíèêîâ ñ òîêîì. Çàïèøåì âåêòîðíûé ïî�

òåíöèàë A =
∑
a

Aa, ãäå Aa � âåêòîðíûé ïîòåíöèàë, ñîçäàâàåìûé a-ì

ïðîâîäíèêîì; â ñèëó ëèíåéíîñòè óðàâíåíèé ýëåêòðîäèíàìèêè çíà÷åíèå Aa

íå çàâèñèò îò íàëè÷èÿ äðóãèõ ïðîâîäíèêîâ è ñèëû òîêà â íèõ. Èç (3.31)
ïîëó÷èì

U =
1

2c

∑
ab

∫
jaAbdV =

1

2c

∑
a

∫
jaAadV +

1

2c

∑
a<b

∫
(jaAb + jbAa)dV.
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ
U =

∑
a

Uaa +
∑
a<b

Uab,

ãäå

Uaa =
1

2c

∫
jaAadV (3.32)

� ñîáñòâåííàÿ ìàãíèòíàÿ ýíåðãèÿ a-ãî ïðîâîäíèêà,

Uab =
1

2c

∫
jaAbdV +

1

2c

∫
jbAadV

� ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ïðîâîäíèêîâ a è b. Èíòåãðèðîâàíèå ïðîèçâîäèò�
ñÿ ïî îáúåìó ïðîâîäíèêîâ. Èñïîëüçóÿ (3.9), ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî èíòåãðàëû
â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå îäèíàêîâû, è ïðåäñòàâèòü Uaa è Uab â âèäå

Uaa =
1

2c2

∫∫
ja(r)ja(r

′)

|r− r′|
dV dV ′,

Uab =
1

c2

∫∫
ja(r)jb(r

′)

|r− r′|
dV dV ′.

(3.33)

Ïðè çàäàííîì çàêîíå ðàñïðåäåëåíèÿ òîêà ïî îáúåìó ïðîâîäíèêà ïëîò�
íîñòü òîêà è ñîçäàâàåìîå èì ïîëå ïðîïîðöèîíàëüíû ñèëå òîêà: ja ∼ Ja,
Aa ∼ Ja. Ïîýòîìó ñîáñòâåííóþ è âçàèìíóþ ýíåðãèè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Uaa =
J2
a

2c2
Laa, Uab =

JaJb
c2

Lab, (3.34)

ãäå Laa, Lab = Lba � êîýôôèöèåíòû, êîòîðûå íå çàâèñÿò îò ñèëû òîêà, íî
çàâèñÿò îò ôîðìû è ðàçìåðîâ ïðîâîäíèêà è îò ðàñïðåäåëåíèÿ òîêîâ âíóòðè
ïðîâîäíèêîâ. Êîýôôèöèåíò Lab çàâèñèò òàêæå îò âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ
ïðîâîäíèêîâ a è b. Laa è Lab íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ñàìîèíäóêöèè

è âçàèìíîé èíäóêöèè.
Åñëè ìû èìååì äåëî ñ êâàçèëèíåéíûìè ïðîâîäíèêàìè, òî, çàìåíèâ â

( 3.33) jdV → Jdl è ñðàâíèâ ðåçóëüòàò ñ ( 3.34), íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ
âçàèìíîé èíäóêöèè â âèäå äâîéíîãî êîíòóðíîãî èíòåãðàëà:

Lab =

∮ ∮
dla · dlb
Rab

.

Âèäíî, ÷òî Lab èìååò ðàçìåðíîñòü äëèíû, ïðè÷åì ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû
Lab ≈ l1l2/R, ãäå l1 è l2 � äëèíû ïðîâîäíèêîâ, R � ñðåäíåå ðàññòîÿíèå
ìåæäó íèìè. Îäíàêî ïðèáëèæåíèå áåñêîíå÷íî òîíêîãî ïðîâîäíèêà íåïðè�
ìåíèìî ïðè âû÷èñëåíèè êîýôôèöèåíòà ñàìîèíäóêöèè, òàê êàê îíî ïðèâî�
äèò ê ðàñõîäèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî èíòåãðàëà. Ïîýòîìó êîýôôèöèåíò
ñàìîèíäóêöèè ñëåäóåò âû÷èñëÿòü ÷åðåç ìàãíèòíóþ ýíåðãèþ:

Laa = 2c2Uaa/J
2
a .
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Óñòàíîâèì ñâÿçü êîýôôèöèåíòîâ èíäóêòèâíîñòè ñ ìàãíèòíûìè ïîòîêà�
ìè äëÿ ñèñòåìû êâàçèëèíåéíûõ ïðîâîäíèêîâ. Äëÿ ýòîãî âûðàçèì ñíà÷àëà
ñîáñòâåííóþ ýíåðãèþ ÷åðåç ìàãíèòíûé ïîòîê. Çàìåíèâ â ôîðìóëå (3.32)
jadVa → Jadla, ïîëó÷èì

Uaa =
Ja
2c

∮
Aadla =

Ja
2c

∫
rotAadSa =

Ja
2c

∫
BadSa =

1

2c
JaΦaa,

ãäå Φaa =

∫
BadSa � ïîòîê ìàãíèòíîé èíäóêöèè, ñîçäàâàåìîé òîêîì â

ïðîâîäíèêå, ÷åðåç ïîâåðõíîñòü, îãðàíè÷åííóþ ïðîâîäíèêîì. Àíàëîãè÷íîå
ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ Uab ïðèâîäèò ê

Uab =
1

c
JaΦab =

1

c
JbΦba,

ãäå Φab =

∫
BbdSa � ìàãíèòíûé ïîòîê, ñîçäàâàåìûé òîêîì â ïðîâîäíèêå b,

÷åðåç êîíòóð a. Ñðàâíèâàÿ äâå ïîñëåäíèå ôîðìóëû ñ (3.34), íàõîäèì

Φaa = LaaJa/c, Φab = LabJb/c, (3.35)

ò.å. èíäóêòèâíîñòè âûñòóïàþò êàê êîýôôèöèåíòû ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ìåæ�
äó ìàãíèòíûì ïîòîêîì è ñèëîé òîêà.

Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà: [1, ÷. I, � 26], [2, ãë. 5, � 3].

3.4. Òîêè â êâàçèîäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå

Ïóñòü ñèñòåìà òîêîâ, èìåþùàÿ ëèíåéíûé ðàçìåð l, íàõîäèòñÿ âî âíåø�
íåì ïîñòîÿííîì ìàãíèòíîì ïîëå ñ âåêòîðíûì ïîòåíöèàëîì A. Ìàãíèòíîå
ïîëå ñëàáî ìåíÿåòñÿ íà ïðîòÿæåíèè ðàçìåðà ñèñòåìû: L ≫ l, ãäå L � ðàñ�
ñòîÿíèå, íà êîòîðîì ïîëå èçìåíÿåòñÿ çàìåòíûì îáðàçîì. Ââåäåì ñèñòåìó
êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì â òî÷êå O. Ïóñòü r � âåêòîð, ïðîâåäåííûé èç O ê
òî÷êå O′ âíóòðè ñèñòåìû, à r′ � âåêòîð, ïðîâåäåííûé èç O′ ê ýëåìåíòó îáú�
åìà dV ′, â êîòîðîì èìååòñÿ òîê j(r′). Òîãäà ýíåðãèþ âçàèìîäåéñòâèÿ òîêà ñ
âíåøíèì ìàãíèòíûì ïîëåì ìîæåì çàïèñàòü â âèäå:

U =
1

c

∫
j(r′)A(r+ r′) dV ′. (3.36)

Èìåÿ â âèäó ìåäëåííîñòü èçìåíåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ðàçëîæèì âåêòîð�
íûé ïîòåíöèàë A ïî ñòåïåíÿì r′. Çàïèøåì ñíà÷àëà ðàçëîæåíèå äëÿ êîìïî�
íåíòû Ax

Ax(r+ r′) = Ax(r) + x′
∂Ax

∂x
+ y′

∂Ax

∂y
+ z′

∂Ax

∂z
+ ... = Ax(r) + (r′∇)Ax + . . .
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Òåïåðü ÿñíî, ÷òî ðàçëîæåíèå äëÿ âåêòîðà A èìååò âèä

A(r+ r′) = A(r) + (r′∇)A(r) . . . , (3.37)

ãäå îïåðàòîð ∇ äåéñòâóåò íà êîîðäèíàòû r. Ýíåðãèÿ U âûðàæàåòñÿ êàê

U =
1

c
A(r)

∫
j(r′) dV ′ +

1

c

∫
j(r′)(r′∇)A(r) dV ′. (3.38)

Â ñèëó ðàâåíñòâà (3.18) ïåðâîå ñëàãàåìîå îáðàùàåòñÿ â íóëü. Èíòåãðàë âî
âòîðîì ñëàãàåìîì ïðåîáðàçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (3.20), â êîòîðîé r
ñëåäóåò çàìåíèòü âåêòîðîì ∇:∫

j(r′)(r′∇r) dV
′ =

1

2

∫
[[r′j(r′)]∇r] dV

′. (3.39)

Âûðàæåíèå (3.38) ïðåîáðàçóåòñÿ ê

U =
1

2c

∫ (
[[r′j(r′)]∇r]A(r)

)
dV ′ =

(∫ 1

2c
[r′j(r′)] dV ′, [∇A(r)]

)
.

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îïðåäåëåíèå ìàãíèòíîãî ìîìåíòà (3.21) è ñâÿçü ìàã�
íèòíîé èíäóêöèè ñ âåêòîðíûì ïîòåíöèàëîì (3.5), çàïèøåì

U ≈ (MB), (3.40)

ãäå B � èíäóêöèÿ âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ.
Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà: [1, ÷. I, � 26].

3.5. Ñèëû â ïîñòîÿííîì ìàãíèòíîì ïîëå

Ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà êîíòóð ñ òîêîì J â ìàãíèòíîì ïîëå B, ìîæíî
âû÷èñëèòü, èíòåãðèðóÿ ñèëó Àìïåðà (1.21)

F =
J

c

∮
[dlB].

Óêàæåì çäåñü äðóãîé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ñèëû. Ðàáîòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ
ïî ïåðåìåùåíèþ ýëåìåíòà êîíòóðà dl íà ìàëîå ðàññòîÿíèå δr åñòü

dFδr =
J

c
[dlB]δr =

J

c
[δrdl]B.

Ðàáîòà ïî ïåðåìåùåíèþ âñåãî êîíòóðà

δA =
J

c

∮
(l)

[δrdl]B =
J

c

∫
(S)

BdS.
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Ïîòîê ìàãíèòíîé èíäóêöèè
∫
(S)

BdS ÷åðåç ïîâåðõíîñòü S, ¾çàìåòåííóþ¿ êîí�

òóðîì ïðè åãî ïåðåìåùåíèè è äåôîðìàöèè, ðàâåí ðàçíîñòè ïîòîêîâ ÷åðåç
ïîâåðõíîñòè S2 è S1, ãäå S1 � ïîâåðõíîñòü, îãðàíè÷åííàÿ êîíòóðîì â íà�
÷àëüíîì ïîëîæåíèè, à S2 ïîëó÷àåòñÿ èç S1 äîáàâëåíèåì S (ðèñ. 8):

Ðèñ. 8

∫
(S)

BdS =

∫
(S2)

BdS−
∫

(S1)

BdS = Φ2 − Φ1 = δΦ.

Åñëè ïåðåìåùåíèå êîíòóðà ïðîèñõîäèò ìåäëåííî, òî èçìåíåíèåì òîêà
â íåì çà ñ÷åò ýëåêòðîìàãíèòíîé èíäóêöèè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü è ñ÷èòàòü J
ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé. Òîãäà ðàáîòà δA ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

δA =
J

c
δΦ = δ(

J

c
Φ).

Ïîñëåäíÿÿ âåëè÷èíà â êðóãëûõ ñêîáêàõ ðàâíà ìàãíèòíîé ýíåðãèè U òîêà â
êîíòóðå. Äåéñòâèòåëüíî,

U =
1

c

∫
jAdV =

J

c

∮
Adl =

J

c

∫
rotAdS =

J

c

∫
BdS =

J

c
Φ.

Ïîýòîìó
δA = δU.

Åñëè ââåñòè ïîòåíöèàëüíóþ ôóíêöèþ ïðîâîäíèêà ñ òîêîì

V = −U,

òî ýëåìåíòàðíàÿ ðàáîòà âûðàæàåòñÿ â âèäå

δA = −δV, (3.41)
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ò.å. òàê æå, êàê â ìåõàíèêå ðàáîòà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïîòåíöèàëüíóþ ýíåð�
ãèþ. Ïîýòîìó ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà êîíòóð, ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî ôîð�
ìóëå

F = −∇V. (3.42)

Êàê âèäíî èç (3.41), (3.42), âåëè÷èíà V èãðàåò òàêóþ æå ðîëü ïðè âû÷èñ�
ëåíèè ñèë â ìàãíèòíîì ïîëå, êàê ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ â ìåõàíèêå. Íî,
ïîñêîëüêó ìàãíèòíîå ïîëå íå ïîòåíöèàëüíî, ýòà âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ íå
ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé, à ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèåé.

Õîòÿ ôîðìóëà V = −U ïîëó÷åíà äëÿ êîíòóðà ñ òîêîì, îíà ñîõðàíÿåò
ñèëó è äëÿ äðóãèõ ñèñòåì. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñèñòåìû ñ ìàãíèòíûì ìîìåíòîì
M â êâàçèîäíîðîäíîì âíåøíåì ïîëå

V = −MB (3.43)

[ñì. (3.40)]. Ýòî ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ

F = ∇(MB) (3.44)

äëÿ ñèëû è ê âûðàæåíèþ
K = [MB] (3.45)

äëÿ ìîìåíòà ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ìàãíèòíûé äèïîëü [ñð. ñ ôîðìóëàìè
(2.43) è (2.44) äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî äèïîëÿ].

Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà: [1, ÷. I, � 26].

4. Ïåðåìåííîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå

4.1. Óðàâíåíèÿ äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîòåíöèàëîâ

Çàïèøåì ñíîâà ïîëíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà:

(4.1.1) divB = 0,

(4.1.2) rotE = −1

c

∂B

∂t
,

(4.1.3) divE = 4πρ,

(4.1.4) rotB =
4π

c
j+

1

c

∂E

∂t
.

(4.1)

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð B ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê
ðîòîð íåêîòîðîãî äðóãîãî âåêòîðà A = A(r, t):

B = rotA. (4.2)
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Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå â (4.1.2), ïîëó÷èì

rot

(
E+

1

c

∂A

∂t

)
= 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîëå E ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

E = −1

c

∂A

∂t
−∇φ, (4.3)

ãäå φ = φ(r, t) � íåêîòîðàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî
â ñëó÷àå ñòàòè÷åñêèõ ïîëåé (4.2), (4.3) ñîâïàäàþò ñ (3.5), (2.4). Ââåäåííûå
âåëè÷èíû A è φ íàçûâàþòñÿ âåêòîðíûì è ñêàëÿðíûì ïîòåíöèàëàìè ýëåê�

òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ýòè ïîòåíöèàëû îïðåäåëåíû íåîäíîçíà÷íî. Êàê óæå
îòìå÷àëîñü, äîáàâëåíèå ê âåêòîðíîìó ïîòåíöèàëó ãðàäèåíòà ïðîèçâîëüíîé
ñêàëÿðíîé ôóíêöèè A = A′ + ∇χ íå ìåíÿåò âåëè÷èíû B. ×òîáû ïîëå E
ïðè ýòîì òîæå íå èçìåíèëîñü, íåîáõîäèìî èçìåíèòü ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë

φ = φ′ − 1

c

∂χ

∂t
. Èòàê, ïðåîáðàçîâàíèÿ

A = A′ +∇χ,

φ = φ′ − 1

c

∂χ

∂t

(4.4)

íå ìåíÿþò âåêòîðîâ ïîëÿ B è E. Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ íàçûâàþòñÿ ãðàäè�

åíòíûìè èëè êàëèáðîâî÷íûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè.
Íàéäåì óðàâíåíèÿ, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîòåíöè�

àëû. Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì (4.2), (4.3) â (4.1.3), (4.1.4):

−∆φ− div
1

c

∂A

∂t
= 4πρ,

∇divA−∆A =
4π

c
j− 1

c2
∂2A

∂t2
− 1

c

∂

∂t
∇φ.

Ïåðåãðóïïèðîâàâ ÷ëåíû, ïðèõîäèì ê

∆φ+
1

c

∂

∂t
divA = −4πρ,

∇
(
divA+

1

c

∂φ

∂t

)
− 4π

c
j = ∆A− 1

c2
∂2A

∂t2
.

Òàê êàê ïîòåíöèàëû îïðåäåëåíû íåîäíîçíà÷íî, òî íà íèõ ìîæíî íàëîæèòü
äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ, ÷òîáû óïðîñòèòü ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé.
Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ïîòåíöèàëû óäîâëåòâîðÿëè äîïîëíèòåëüíîìó ñîîòíîøå�
íèþ

divA+
1

c

∂φ

∂t
= 0, (4.5)
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êîòîðîå íàçûâàåòñÿ óñëîâèåì Ëîðåíöà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì äëÿ φ è A
ðàçäåëåííûå óðàâíåíèÿ

∆φ− 1

c2
∂2φ

∂t2
= −4πρ,

∆A− 1

c2
∂2A

∂t2
= −4π

c
j,

(4.6)

êîòîðûå â ìàòåìàòèêå íàçûâàþòñÿ íåîäíîðîäíûìè âîëíîâûìè óðàâíåíèÿ�
ìè èëè íåîäíîðîäíûìè óðàâíåíèÿìè Äàëàìáåðà. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðè�
øëè ê äðóãîé ôîðìå çàêîíîâ ýëåêòðîäèíàìèêè, â òî÷íîñòè ýêâèâàëåíòíîé
óðàâíåíèÿì Ìàêñâåëëà; âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ óðàâíåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ îêà�
çûâàþòñÿ áîëåå ïðîñòûìè â îáðàùåíèè.

Ââåäåì îïåðàòîð Äàëàìáåðà

� = ∆− 1

c2
∂2

∂t2
. (4.7)

Ñ åãî èñïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

�φ = −4πρ,

�A = −4π

c
j.

(4.8)

Óñëîâèå Ëîðåíöà íå óñòðàíÿåò ïðîèçâîëà â âûáîðå ïîòåíöèàëîâ, à ëèøü
îãðàíè÷èâàåò êëàññ äîïóñòèìûõ ôóíêöèé χ, îñóùåñòâëÿþùèõ ãðàäèåíòíîå
ïðåîáðàçîâàíèå. Ïóñòü íà ïîòåíöèàëû A è φ íàëîæåíî óñëîâèå Ëîðåíöà
(4.5). Ïåðåéäåì ê íîâûì ïîòåíöèàëàì A′ è φ′ ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ
(4.4). Ïî óñëîâèþ èìååì ðàâåíñòâà

divA+
1

c

∂φ

∂t
= divA′ +∆χ+

1

c

∂φ′

∂t
− 1

c2
∂2χ

∂t2
=

= divA′ +
1

c

∂φ′

∂t
+∆χ− 1

c2
∂2χ

∂t2
= 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîòåíöèàëû ïîëÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ Ëîðåíöà, ìîæ�
íî ïðåîáðàçîâûâàòü ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (4.4), åñëè ôóíêöèÿ χ ïîä÷è�
íÿåòñÿ îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ Äàëàìáåðà:

�χ = 0.

Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà: [1, ÷. I, � 18], [8, ãë. 18, � 6].
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4.2. Ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû

Ðàññìîòðèì ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîëÿ, êîòîðûå ìîãóò ñóùåñòâîâàòü â îò�
ñóòñòâèå òîêîâ è çàðÿäîâ. Óðàâíåíèÿ äëÿ èõ ïîòåíöèàëîâ ïîëó÷èì, ïîëîæèâ
â (4.6) ρ = 0, j = 0:

�A = 0, �φ = 0. (4.9)

Â îòëè÷èå îò ñòàòè÷åñêîãî ñëó÷àÿ, äëÿ ïåðåìåííûõ ïîëåé ýòè óðàâíåíèÿ ìî�
ãóò èìåòü íåíóëåâûå ðåøåíèÿ. Ïðè ýòîì èçìåíåíèå ñîñòîÿíèÿ (âîçìóùåíèå)
ïîëÿ, ñóùåñòâóþùåãî ñàìîñòîÿòåëüíî, áåç çàðÿäîâ è òîêîâ, îáÿçàòåëüíî èìå�
åò âîëíîâîé õàðàêòåð. Ïîëÿ òàêîãî ðîäà íàçûâàþòñÿ ýëåêòðîìàãíèòíûìè
âîëíàìè.

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå áûëî îòìå÷åíî, ÷òî óñëîâèåì Ëîðåíöà ïîòåíöè�
àëû îïðåäåëÿþòñÿ åùå íå îäíîçíà÷íî. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè
çàðÿäîâ ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë âñåãäà ìîæíî îáðàòèòü â íóëü ñ ïîìîùüþ
ãðàäèåíòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà îïèñûâàåòñÿ ïîòåíöèàëàìè A, φ. Ïå�
ðåéäåì ê ïîòåíöèàëó φ′ ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ

φ = φ′ − 1

c

∂χ

∂t
,

â êîòîðîì χ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

�χ = 0.

Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî óðàâíåíèå ïî âðåìåíè, ïîëó÷èì

�
(
1

c

∂χ

∂t

)
= 0.

Íî òàêîìó æå óðàâíåíèþ ïðè ρ = 0 óäîâëåòâîðÿåò ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë. Ýòî äàåò âîç�

ìîæíîñòü âûáðàòü χ òàêèì, ÷òîáû φ′ ðàâíÿëñÿ íóëþ, è èìåòü äåëî òîëüêî ñ âåêòîðíûì

ïîòåíöèàëîì.

Èòàê, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî φ = 0 è ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå îïèñûâàåòñÿ
òîëüêî âåêòîðíûì ïîòåíöèàëîì A, êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíîìó
âîëíîâîìó óðàâíåíèþ

∆A− 1

c2
∂2A

∂t2
= 0. (4.10)

Óñëîâèå Ëîðåíöà ïðèíèìàåò âèä

divA = 0. (4.11)

Âåêòîðû ïîëÿ E, B ñâÿçàíû ñ ïîòåíöèàëîì A ôîðìóëàìè

E = −1

c

∂A

∂t
, B = rotA, (4.12)
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èñïîëüçóÿ êîòîðûå ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî E, B òîæå óäîâëåòâîðÿþò âîëíî�
âîìó óðàâíåíèþ

�E = 0, �B = 0. (4.13)

Èç (4.10), (4.13) ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ êîìïîíåíòà f âåêòîðîâ A,E,B óäî�
âëåòâîðÿþò âîëíîâîìó óðàâíåíèþ

∆f − 1

c2
∂2f

∂t2
= 0. (4.14)

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ, çàâèñÿùèå òîëüêî îò îäíîé
êîîðäèíàòû (x) è âðåìåíè t. Òàêèå ðåøåíèÿ íàçûâàþòñÿ ïëîñêèìè âîëíà�

ìè. Óðàâíåíèå íà ôóíêöèþ f(x, t) åñòü, î÷åâèäíî, îäíîìåðíîå âîëíîâîå
óðàâíåíèå

∂2f

∂x2
− 1

c2
∂2f

∂t2
= 0. (4.15)

Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ðåøåíèå ýòîãî óðàâíå�
íèÿ èìååò âèä

f(x, t) = f1(x− ct) + f2(x+ ct), (4.16)

ãäå f1 è f2 � ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè. Âûÿñíèì ñìûñë ýòîãî ðåøåíèÿ. Ðàñ�
ñìîòðèì ïåðâîå ñëàãàåìîå â (4.16). Î÷åâèäíî, ÷òî f1(x − ct) èìååò îäèíà�
êîâîå çíà÷åíèå äëÿ êîîðäèíàò x è ìîìåíòîâ âðåìåíè t, óäîâëåòâîðÿþùèõ
ñîîòíîøåíèÿì x− ct = const (óñëîâèå ïîñòîÿíñòâà àðãóìåíòà). Ýòî çíà÷èò,
÷òî åñëè â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 â íåêîòîðîé òî÷êå x ïîëå èìåëî îïðå�
äåëåííîå çíà÷åíèå, òî ÷åðåç ïðîìåæóòîê âðåìåíè t òî æå ñàìîå çíà÷åíèå
ïîëå èìååò íà ðàññòîÿíèè ct âäîëü îñè x îò ïåðâîíà÷àëüíîãî ìåñòà. Ìîæ�
íî ñêàçàòü, ÷òî âñå çíà÷åíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ â
ïðîñòðàíñòâå ñî ñêîðîñòüþ c (ðèñ. 9).

Òàêèì îáðàçîì, f1(x−ct) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëîñêóþ âîëíó, áåãóùóþ â
ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè x. Î÷åâèäíî, ÷òî f2(x+ ct) ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé âîëíó, áåãóùóþ â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè x. Ðåøåíèå (4.16)
åñòü íàëîæåíèå äâóõ âîçìóùåíèé (áåãóùèõ ïëîñêèõ âîëí), êàæäîå èç êîòî�
ðûõ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âäîëü îñè x (â ñòîðîíó âîçðàñòàíèÿ èëè óáûâàíèÿ
x) ñî ñêîðîñòüþ c.

Îïðåäåëèì òåïåðü âçàèìíóþ îðèåíòàöèþ âåêòîðîâ E, B è íàïðàâëåíèÿ
ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîëÿ. Ðàññìîòðèì âîëíó, áåãóùóþ âïðàâî âäîëü îñè x,
âåêòîðíûé ïîòåíöèàë êîòîðîé

A(x− ct) ≡ A(ξ).

Áóäåì îáîçíà÷àòü øòðèõîì ïðîèçâîäíóþ ïî àðãóìåíòó ξ

dA

dξ
= A′.

56



ct

tt=0

x

f

Ðèñ. 9

Èç óñëîâèÿ (4.11) ñëåäóåò

divA =
∂Ax

∂x
= A′

x = 0, (4.17)

òàê ÷òî âåêòîð A′ íå èìååò ïðîåêöèè íà íàïðàâëåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîë�
íû:

A′⊥n,

ãäå n � åäèíè÷íûé âåêòîð â íàïðàâëåíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû.
Âû÷èñëÿÿ íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ (4.12)

E = −1

c

∂A

∂t
= −1

c
(−c)A′ = A′,

âèäèì, ÷òî è E⊥n.
Íàéäåì ìàãíèòíîå ïîëå B = rotA. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðîòîðà ìîæíî èñ�

ïîëüçîâàòü äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò:

Bx =
∂Az

∂y
− ∂Ay

∂z
=

dAz

dξ

∂ξ

∂y
− dAy

dξ

∂ξ

∂z
= [∇ξ,A′]x,

èëè, ïîñêîëüêó ∇ξ = n,
Bx = [nA′]x.

Âû÷èñëÿÿ àíàëîãè÷íî By è Bz, ïîëó÷àåì

B = [nA′], (4.18)

èëè
B = [nE]. (4.19)
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Ìû âèäèì, ÷òî ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëÿ E è B ïëîñêîé âîëíû íà�
ïðàâëåíû ïåðïåíäèêóëÿðíî íàïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû � ïëîñ�
êèå ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû â âàêóóìå ïîïåðå÷íû. Èç (4.19) âèäíî òàêæå,
÷òî ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëÿ ïëîñêîé âîëíû ïåðïåíäèêóëÿðíû äðóã
äðóãó è ðàâíû ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå

B⊥E, B = E.

Âû÷èñëèì âåêòîð Ïîéíòèíãà â ïëîñêîé âîëíå. Ïîñêîëüêó En = 0, òî

g =
c

4π
[EB] =

c

4π
[E[nE]] =

c

4π
E2n =

c(E2 +B2)

8π
n,

èëè
g = cWn, (4.20)

ãäå

W =
E2 +B2

8π
åñòü ïëîòíîñòü ýëåêòðîìàãíèòíîé ýíåðãèè â ïëîñêîé âîëíå. Ïîëó÷åííàÿ
ôîðìóëà íàãëÿäíî äåìîíñòðèðóåò ïåðåíîñ ýíåðãèè â íàïðàâëåíèè ðàñïðî�
ñòðàíåíèÿ âîëíû ñî ñêîðîñòüþ c.

Ëþáàÿ ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ñóïåðïî�
çèöèÿ ïëîñêèõ âîëí. ×àñòî, îäíàêî, óäîáíåå ïðåäñòàâëÿòü ïîëå â âèäå ñôå�
ðè÷åñêèõ âîëí U(r, t). Íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå âîë�
íîâîãî óðàâíåíèÿ. Çàïèñûâàÿ äåéñòâèå îïåðàòîðà Ëàïëàñà ∆ íà ñôåðè÷å�

ñêè-ñèììåòðè÷íóþ ôóíêöèþ â ôîðìå ∆U(r, t) =
1

r

∂2

∂r2
(rU), ïðåäñòàâèì

âîëíîâîå óðàâíåíèå (4.14) íà U(r, t) âíå îáëàñòè, çàíÿòîé èñòî÷íèêàìè, êàê

1

r

∂2

∂r2
(rU)− 1

c2
∂2U

∂t2
= 0. (4.21)

Åñëè èñêàòü åãî ðåøåíèå â âèäå

U(r, t) =
f(r, t)

r
,

òî íîâàÿ ôóíêöèÿ f(r, t) áóäåò óäîâëåòâîðÿòü îäíîìåðíîìó âîëíîâîìó óðàâ�
íåíèþ [ñð. (4.15)]

∂2f

∂r2
− 1

c2
∂2f

∂t2
= 0,

ðåøåíèÿ êîòîðîãî óæå áûëè íàéäåíû. Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ðåøåíèå (4.21)
óðàâíåíèÿ èìååò âèä

U =
f1(r − ct)

r
+

f2(r + ct)

r
. (4.22)
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Ïåðâîå ñëàãàåìîå îïèñûâàåò ñôåðè÷åñêóþ âîëíó, ðàñõîäÿùóþñÿ èç íà÷àëà
êîîðäèíàò ñî ñêîðîñòüþ c. Åå àìïëèòóäà óáûâàåò ñ óäàëåíèåì îò öåíòðà
êàê r−1 â ñèëó òîãî, ÷òî çàäàííûé ïîòîê ýíåðãèè ðàñïðåäåëÿåòñÿ íà âñå
áîëüøóþ ïëîùàäü. Âòîðîå ñëàãàåìîå îïèñûâàåò âîëíó, èñïóùåííóþ èç áåñ�
êîíå÷íîñòè è ñõîäÿùóþñÿ ê öåíòðó.

Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà: [1, ÷. I, � 27], [3, � 46,47].

4.3. Ïëîñêèå ìîíîõðîìàòè÷åñêèå âîëíû

Âàæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí ÿâëÿåòñÿ âîëíà, â êî�
òîðîé âñå âåëè÷èíû (êîìïîíåíòû A,E,B) çàâèñÿò îò âðåìåíè ïî ïðîñòîìó
ïåðèîäè÷åñêîìó (ãàðìîíè÷åñêîìó) çàêîíó cos(ωt+ α̃). Òàêèå âîëíû íàçûâà�
þò ìîíîõðîìàòè÷åñêèìè. Íàïîìíèì, ÷òî ëþáóþ ïåðèîäè÷åñêóþ ôóíêöèþ
(ñ ïåðèîäîì T ) ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå ïî ãàðìîíè÷åñêèì ôóíêöèÿì

f(t) =
∑

n=0,±1...

fne
−inωt, ω = 2π/T,

à ¾ïî÷òè ëþáóþ¿ íåïåðèîäè÷åñêóþ ôóíêöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
èíòåãðàëà Ôóðüå

f(t) =

∞∫
−∞

fωe
−iωtdω

2π
.

Âåëè÷èíà fω â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè õàðàêòåðèçóåò âêëàä ãàðìîíè÷åñêîãî
êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé ω â f(t).

Ðàññìîòðèì ïëîñêóþ ìîíîõðîìàòè÷åñêóþ âîëíó, ðàñïðîñòðàíÿþùóþñÿ
â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè x. Â ïëîñêîé âîëíå çàâèñèìîñòü âñåõ
âåëè÷èí îò êîîðäèíàò è âðåìåíè èìååò âèä

x− ct = −c(t− x

c
).

Ïîýòîìó â ïëîñêîé ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíå âñå âåëè÷èíû çàâèñÿò îò x, t
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

cos (ω(t− x/c) + α) = cos(ωt− kx+ α), (4.23)

ãäå k =
ω

c
� âîëíîâîå ÷èñëî, ω � öèêëè÷åñêàÿ ÷àñòîòà, ωt − kx + α �

ôàçà âîëíû. Ôóíêöèÿ (4.23) ïåðèîäè÷íà ïî x è t. Íàéäåì ïåðèîä âîëíû ïî
âðåìåíè ïðè ôèêñèðîâàííîé êîîðäèíàòå

ω(t+ T )− ωt = 2π, T =
2π

ω
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è ïåðèîä ïî êîîðäèíàòå ïðè ôèêñèðîâàííîì âðåìåíè

k(x+ λ)− kx = 2π, λ =
2π

k
=

2π

ω
c = cT.

Çäåñü λ � äëèíà âîëíû (ðàññòîÿíèå, êîòîðîå ïðîõîäèò âîëíà çà ïåðèîä T ).
Çàïèøåì êîìïîíåíòû âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà â ïëîñêîé ìîíîõðîìàòè�

÷åñêîé âîëíå, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè x.
Ïîñêîëüêó A′

x = 0 [ñì. (4.17)], òî è ∂Ax/∂t = 0. ßñíî, ÷òî ïîñòîÿííàÿ ïî
âðåìåíè ñîñòàâëÿþùàÿ Ax íå ìîæåò èìåòü îòíîøåíèå ê ýëåêòðîìàãíèòíîé
âîëíå, ïîýòîìó ìîæíî ïîëîæèòü åå ðàâíîé íóëþ. Äâå äðóãèå ñîñòàâëÿþùèå
çàâèñÿò îò x, t ïî çàêîíó (4.23), òàê ÷òî

Ax = 0,

Ay = a0y cos(ωt− kx+ αy),

Az = a0z cos(ωt− kx+ αz).

Âûðàæåíèÿ äëÿ Ay è Az ïåðåïèøåì â âèäå

Ay = a0yRe
{
e−iαyei(kx−ωt)

}
,

Az = a0zRe
{
e−iαzei(kx−ωt)

}
.

(4.24)

Ââåäåì êîìïëåêñíûé âåêòîð

A0 =
(
0, a0ye

−iαy , a0ze
−iαz
)

è çàïèøåì (4.24) â âåêòîðíîé ôîðìå

A = Re
{
A0e

i(kx−ωt)
}
.

Ââåäåì åùå âîëíîâîé âåêòîð k ñîîòíîøåíèåì

k = kn,

ãäå åäèíè÷íûé âåêòîð n çàäàåò íàïðàâëåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû. Òå�
ïåðü, çàìåíèâ kx íà kr, ìîæåì çàïèñàòü ôàçó âîëíû â íå çàâèñÿùåì îò
ñèñòåìû êîîðäèíàò âèäå

A = Re
{
A0e

i(kr−ωt)
}
.

Â òàêîé æå ôîðìå ìîæåì çàïèñàòü è, íàïðèìåð, âåêòîð ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîëÿ:

E = Re
{
E0e

i(kr−ωt)
}
, (4.25)
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ãäå ïîñòîÿííûé êîìïëåêñíûé âåêòîð E0 âûðàæàåòñÿ ÷åðåç A0.
Ëèíåéíûå îïåðàöèè (íàïðèìåð, äèôôåðåíöèðîâàíèå) è âçÿòèå âåùåñòâåí�

íîé ÷àñòè ïåðåñòàíîâî÷íû. Ïîýòîìó äî òåõ ïîð, ïîêà íàä âåëè÷èíàìè ïðîèç�
âîäÿòñÿ ëèøü ëèíåéíûå îïåðàöèè, ìîæíî îïóñêàòü çíàê âçÿòèÿ âåùåñòâåí�
íîé ÷àñòè è îïåðèðîâàòü êîìïëåêñíûìè âåëè÷èíàìè êàê òàêîâûìè (õîòÿ
ôèçè÷åñêèé ñìûñë èìååò ëèøü èõ âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü). Èìåòü äåëî ñ ýêñïî�
íåíòîé ìàòåìàòè÷åñêè ãîðàçäî óäîáíåå, ÷åì ñ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ôóíê�
öèÿìè, ïîñêîëüêó ïðèìåíåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ íå èçìåíÿåò
åå âèäà. Òàê, ïîäñòàâèâ

A = A0e
i(kr−ωt)

â (4.12), ïîëó÷èì ïðîñòóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñâÿçü ìåæäó íàïðÿæåííîñòÿìè
è âåêòîðíûì ïîòåíöèàëîì â ïëîñêîé ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíå:

E = ikA, B = [∇(i(kr− ωt)),A] = i[kA].

Îòñþäà ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

B = [nE],

êîòîðîå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ïëîñêîé âîëíû ñ ïðîèçâîëüíîé (íåìîíîõðîìàòè�
÷åñêîé) çàâèñèìîñòüþ îò âðåìåíè, ñì. (4.19).

Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà: [1, ÷. I, � 28], [3, � 48], [8, ãë. 20, � 1,2].

4.4. Ïîëÿðèçàöèÿ âîëíû

Ðàíåå ìû âûÿñíèëè, ÷òî â ïëîñêîé âîëíå âåêòîðû E è B ïåðïåíäèêó�
ëÿðíû äðóã äðóãó è íàïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû â êàæäîé òî÷êå
ïðîñòðàíñòâà. Ïðè ýòîì E è B, âîîáùå ãîâîðÿ, ìåíÿþòñÿ ïî íàïðàâëåíèþ.
Õàðàêòåð èõ äâèæåíèÿ íàçûâàåòñÿ ïîëÿðèçàöèåé.

Çàïèøåì âåêòîð ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ïëîñêîé ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíå
â âèäå (4.25):

E = Re
{
E0e

i(kr−ωt)
}
. (4.26)

E0 åñòü íåêîòîðûé êîìïëåêñíûé âåêòîð. Åãî êâàäðàò E2
0 åñòü íåêîòîðîå,

âîîáùå ãîâîðÿ, êîìïëåêñíîå ÷èñëî. Îáîçíà÷èì àðãóìåíò ýòîãî ÷èñëà 2α,
ò.å. E2

0 = |E2
0|e−2iα. Îïðåäåëèì âåêòîð b ñîãëàñíî

E0 = be−iα,

òîãäà ýòîò âåêòîð áóäåò èìåòü âåùåñòâåííûé êâàäðàò b2 = |E2
0|. Ïåðåïèøåì

E â (4.26) ÷åðåç b:

E = Re
{
bei(kr−ωt−α)

}
. (4.27)
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Ïðåäñòàâèì âåêòîð b â âèäå

b = b1 + ib2,

ãäå b1 è b2 � äâà âåùåñòâåííûõ âåêòîðà. Ïîñêîëüêó êâàäðàò

b2 = b21 + b22 + 2ib1b2

åñòü âåùåñòâåííàÿ âåëè÷èíà, òî b1b2 = 0, ò.å. âåêòîðû âçàèìíî ïåðïåíäè�
êóëÿðíû. Íàïðàâèì îñü x ïî íàïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû, à îñü y
ïî íàïðàâëåíèþ b1. Òîãäà, î÷åâèäíî, îñü z áóäåò íàïðàâëåíà ïî èëè ïðîòèâ
íàïðàâëåíèÿ âåêòîðà b2, è èç (4.27) èìååì

Ey = b1 cos(ωt− kx+ α),

Ez = ±b2 sin(ωt− kx+ α).
(4.28)

Èç (4.28) ñëåäóåò, ÷òî êîìïîíåíòû Ey, Ez ñâÿçàíû óðàâíåíèåì

E2
y

b21
+

E2
z

b22
= 1. (4.29)

Òàêèì îáðàçîì, â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà âåêòîð ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ
âðàùàåòñÿ â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé íàïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ
âîëíû, ïðè÷åì åãî êîíåö îïèñûâàåò ýëëèïñ (4.29). Òàêàÿ âîëíà íàçûâàåòñÿ
ýëëèïòè÷åñêè ïîëÿðèçîâàííîé. Âðàùåíèå ïðîèñõîäèò â íàïðàâëåíèè ïî èëè
ïðîòèâ íàïðàâëåíèÿ âèíòà, ââèí÷èâàåìîãî âäîëü îñè x, ñîîòâåòñòâåííî ïðè
çíàêå ïëþñ èëè ìèíóñ â (4.28).

Åñëè b1 = b2, òî ýëëèïñ (4.29) ïðåâðàùàåòñÿ â êðóã, ò.å. âåêòîð E âðàùà�
åòñÿ, îñòàâàÿñü ïîñòîÿííûì ïî âåëè÷èíå. Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î öèðêóëÿð�
íî ïîëÿðèçîâàííîé âîëíå. Âûáîð îñåé y è z ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, ñòàíîâèòñÿ
ïðîèçâîëüíûì.

Íàêîíåö, åñëè b1 = 0 èëè b2 = 0, òî ïîëå âîëíû íàïðàâëåíî âåçäå è âñå�
ãäà ïàðàëëåëüíî (èëè àíòèïàðàëëåëüíî) îäíîìó è òîìó æå íàïðàâëåíèþ.
Âîëíó íàçûâàþò â ýòîì ñëó÷àå ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàííîé èëè ïîëÿðèçîâàí�
íîé â ïëîñêîñòè. Ýëëèïòè÷åñêè ïîëÿðèçîâàííóþ âîëíó ìîæíî, î÷åâèäíî,
ðàññìàòðèâàòü êàê íàëîæåíèå äâóõ ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàííûõ âîëí.

Ýëåêòðè÷åñêèé âåêòîð â ïëîñêîé ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíå ÷àñòî çàïè�
ñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [ñð. (4.25)]:

E = E0Re
{
eei(kr−ωt−α)

}
, (e∗e) = 1, (4.30)

ãäå E0 � âåùåñòâåííàÿ àìïëèòóäà âîëíû, e � åäèíè÷íûé êîìïëåêñíûé âåê�
òîð ïîëÿðèçàöèè. Â ñèñòåìå êîîðäèíàò, î êîòîðîé øëà ðå÷ü âûøå (ñ îðòàìè
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εy è εz âäîëü îñåé y è z), ãäå ýëëèïñ ïîëÿðèçàöèè èìååò êàíîíè÷åñêèé âèä
(4.29), äëÿ âåêòîðà e ìîæåì çàïèñàòü

e =
εy + iηεz√

1 + η2
, (4.31)

ñ÷èòàÿ, ÷òî îñü y íàïðàâëåíà âäîëü ãëàâíîé îñè ýëëèïñà ïîëÿðèçàöèè (ò.å.
â (4.29) b1 > b2). Âåëè÷èíà η ìîæåò ïðèíèìàòü âñå çíà÷åíèÿ îò −1 (ëåâàÿ
êðóãîâàÿ ïîëÿðèçàöèÿ) äî +1 (ïðàâàÿ êðóãîâàÿ ïîëÿðèçàöèÿ). Ïðè η = 0
âîëíà ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàíà âäîëü îñè y. Ïðè îñòàëüíûõ çíà÷åíèÿ η âîëíà

ïîëÿðèçîâàíà ýëëèïòè÷åñêè. Âåëè÷èíà l = (ee) =
1− η2

1 + η2
íàçûâàåòñÿ ñòåïå�

íüþ ëèíåéíîé ïîëÿðèçàöèè âîëíû; î÷åâèäíî, ÷òî 0 6 l 6 1, ïðè÷åì l = 1

ïðè η = 0 è l = 0 ïðè η = ±1. Âûðàæåíèå A =
2η

1 + η2
íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ

êðóãîâîé ïîëÿðèçàöèè âîëíû. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî l2 + A2 = 1.
Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà: [1, ÷. I, � 28], [3, � 48].

4.5. Çàïàçäûâàþùèå ïîòåíöèàëû

Â ðàçäåëàõ 2, 3 ìû èçó÷àëè ïîñòîÿííîå ïîëå, ñîçäàâàåìîå ïîêîÿùèìèñÿ
çàðÿäàìè è ïîñòîÿííûìè òîêàìè, â ðàçäåëå 4.2 � ïåðåìåííîå ïîëå, íî â
îòñóòñòâèå çàðÿäîâ. Çàéìåìñÿ òåïåðü èçó÷åíèåì ïåðåìåííûõ ïîëåé ïðè íà�
ëè÷èè ïðîèçâîëüíî äâèæóùèõñÿ çàðÿäîâ. Ïîòåíöèàëû ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè (4.6):

∆φ− 1

c2
∂2φ

∂t2
= −4πρ, (4.32)

∆A− 1

c2
∂2A

∂t2
= −4π

c
j, (4.33)

ãäå ρ(r, t), j(r, t) � íåêîòîðûå ôóíêöèè êîîðäèíàò è âðåìåíè. Ñëåäóåò ïîä�
÷åðêíóòü, ÷òî ïîñòàíîâêà çàäà÷è î íàõîæäåíèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ
ïðè çàäàííûõ èñòî÷íèêàõ ρ, j ñ ñàìîãî íà÷àëà íîñèò ïðèáëèæåííûé õàðàê�
òåð. Â äåéñòâèòåëüíîñòè ñîçäàâàåìîå çàðÿæåííûìè ÷àñòèöàìè ïîëå âëèÿåò
íà èõ äâèæåíèå, ïîýòîìó ñòîÿùèå â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ρ, j ñàìè çàâèñÿò îò
èñêîìûõ ïîòåíöèàëîâ. Íî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ îáðàòíûì âëèÿíèåì ïîëÿ íà
äâèæåíèå çàðÿäîâ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Ðåøåíèå íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (4.32), (4.33) ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíî, êàê èçâåñòíî, â âèäå ñóììû îáùåãî ðåøåíèÿ ýòèõ æå óðàâ�
íåíèé áåç ïðàâîé ÷àñòè è ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ñ ïðàâîé ÷àñòüþ.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ ýòîãî ÷àñòíîãî èíòåãðàëà ðàçäåëèì âñå ïðîñòðàíñòâî íà
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áåñêîíå÷íî ìàëûå ó÷àñòêè è îïðåäåëèì ïîëå, ñîçäàâàåìîå çàðÿäîì, íàõî�
äÿùèìñÿ â îäíîì èç òàêèõ ýëåìåíòîâ îáúåìà. Âñëåäñòâèå ëèíåéíîñòè óðàâ�
íåíèé èñòèííîå ïîëå áóäåò ðàâíî ñóììå ïîëåé, ñîçäàâàåìûõ âñåìè òàêèìè
ýëåìåíòàìè.

Çàðÿä de â çàäàííîì ýëåìåíòå îáúåìà ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ôóíêöèåé îò âðåìå�
íè. Åñëè âûáðàòü íà÷àëî êîîðäèíàò â ðàññìàòðèâàåìîì ýëåìåíòå îáúåìà, òî ïëîòíîñòü
çàðÿäà ρ = de(t)δ(r), ãäå r � ðàäèóñ-âåêòîð, ïðîâåäåííûé èç íà÷àëà êîîðäèíàò. ×òîáû
íàéòè ïîëå, ñîçäàâàåìîå ðàññìàòðèâàåìûì çàðÿäîì, íåîáõîäèìî ðåøèòü óðàâíåíèå

∆φ− 1

c2
∂2φ

∂t2
= −4πde(t)δ(r). (4.34)

Âåçäå, êðîìå íà÷àëà êîîðäèíàò, δ(r) = 0, è ìû èìååì óðàâíåíèå

∆φ− 1

c2
∂2φ

∂t2
= 0. (4.35)

Î÷åâèäíî, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïîòåíöèàë φ îáëàäàåò ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðè�
åé, è íåîáõîäèìî âçÿòü ðåøåíèå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (4.35) â âèäå ñôåðè÷åñêîé âîëíû,
ðàñõîäÿùåéñÿ èç íà÷àëà êîîðäèíàò [ïåðâîå ñëàãàåìîå â (4.22)]:

φ =
f(t− r/c)

r
. (4.36)

Ôóíêöèÿ f â ýòîì ðàâåíñòâå ïîêà ïðîèçâîëüíà; âûáåðåì åå òåïåðü òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü
ïðàâèëüíîå çíà÷åíèå äëÿ ïîòåíöèàëà è â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, çàìåòèâ,
÷òî ïðè r → 0 ïîòåíöèàë φ → ∞, à ïîòîìó åãî ïðîèçâîäíûå ïî êîîðäèíàòàì ðàñòóò
áûñòðåå, ÷åì ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè r → 0 â óðàâíåíèè (4.34)

ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ÷ëåíîì
1

c2
∂2φ

∂t2
ïî ñðàâíåíèþ ñ∆φ. Òîãäà (4.34) ïåðåõîäèò â óðàâíåíèå

äëÿ ïîòåíöèàëà ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ (2.6), êîòîðîå ïðèâîäèò ê çàêîíó Êóëîíà.
Òàêèì îáðàçîì, â íà÷àëå êîîðäèíàò ôîðìóëà (4.36) äîëæíà ïåðåõîäèòü â çàêîí Êóëîíà,
îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî f(t) = de(t), ò.å.

φ =
de(t− r/c)

r
.

Îòñþäà ëåãêî ïåðåéòè ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (4.34) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàñïðåäåëå�

íèÿ çàðÿäîâ. Äëÿ ýòîãî íàäî ïîëîæèòü de = ρdV è ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî âñåìó ïðîñòðàí�

ñòâó.

Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ äëÿ ñêàëÿðíîãî ïî�
òåíöèàëà:

φ(r, t) =

∫
ρ(r′, t− |r−r′|

c )dV ′

|r− r′|
. (4.37)

Àíàëîãè÷íóþ ôîðìóëó ìîæíî ïîëó÷èòü äëÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà:

A(r, t) =
1

c

∫
j(r′, t− |r−r′|

c )dV ′

|r− r′|
. (4.38)

Íàïîìíèì, ÷òî (4.37), (4.38) åñòü ÷àñòíûå èíòåãðàëû óðàâíåíèé (4.32),
(4.33); îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî îíè íå ñîäåðæàò íèêàêèõ ïðîèçâîëüíûõ ïî�
ñòîÿííûõ. Ýòè ðåøåíèÿ íàçûâàþòñÿ çàïàçäûâàþùèìè ïîòåíöèàëàìè.
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Îáùåå ðåøåíèå φí.ó. íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé (4.32), (4.33) ïîëó÷èì,
ïðèáàâèâ ê (4.37), (4.38) ðåøåíèå φ0 ýòèõ æå óðàâíåíèé áåç ïðàâîé ÷àñòè:

φí.ó. = φ0 + φ,

Aí.ó. = A0 +A.
(4.39)

Ïîòåíöèàëû φ0 èA0, íèêàê íå çàâèñÿùèå îò ρ è j, ôèçè÷åñêè ñîîòâåòñòâóþò
âíåøíåìó ïîëþ, äåéñòâóþùåìó íà ñèñòåìó. Ïîòåíöèàëû φ è A ñîîòâåòñòâó�
þò ïîëþ, ñîçäàííîìó ñàìîé ñèñòåìîé; õàðàêòåð ýòîãî ïîëÿ áóäåò âûÿñíåí
â ðàçä. 5.1.

Âèä âðåìåííîãî àðãóìåíòà â (4.37), (4.38) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîëå â òî÷êå r â ìîìåíò t

îïðåäåëÿåòñÿ ñîñòîÿíèåì èñòî÷íèêîâ â ïðåäøåñòâóþùèé ìîìåíò âðåìåíè t′ = t−|r−r′|/c,
îòëè÷àþùèéñÿ íà âðåìÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî âîçìóùåíèÿ îò èñòî÷íèêà

â òî÷êó íàáëþäåíèÿ. Íî ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü: çàêîíû ýëåêòðîäèíàìèêè íå óòâåðæäà�

þò, ÷òî ïðè äâèæåíèè çàðÿäîâ ïîë�ÿ, îñòàâàÿñü ñòàòè÷åñêèìè, íà÷èíàþò ïðîñòî çàïàç�

äûâàòü. Íàïðèìåð, íåâåðíî, ÷òî ïîòåíöèàë ïîëÿ äâèæóùåãîñÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà e áóäåò

äàâàòüñÿ ôîðìóëîé φ(r, t) =
e

|r− r′|
, ãäå r′ � ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè, â êîòîðîé çàðÿä íà�

õîäèëñÿ â ìîìåíò t−|r−r′|/c, Â ýòîì ñëó÷àå ïîëå çàðÿäà îïðåäåëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíûìè

ôîðìóëàìè (ïîòåíöèàëàìè Ëèåíàðà � Âèõåðòà).

Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà: [1, ÷. I, � 32], [3, � 62], [8, ãë. 21, � 2,3].

4.6. Ïîòåíöèàëû Ëèåíàðà � Âèõåðòà

Íàéäåì ñ ïîìîùüþ îáùèõ ôîðìóë (4.37), (4.38) ïîòåíöèàëû, ñîçäàâàå�
ìûå òî÷å÷íîé çàðÿæåííîé ÷àñòèöåé, êîòîðàÿ äâèæåòñÿ ïðîèçâîëüíûì îá�
ðàçîì. Çàìåòèì, ÷òî çàïàçäûâàþùèì ïîòåíöèàëàì ìîæíî ïðèäàòü âèä ÷å�
òûðåõìåðíûõ èíòåãðàëîâ, ââîäÿ â íèõ äåëüòà-ôóíêöèþ:

φ(r, t) =

∫
ρ(r′, τ)

|r− r′|
δ(τ − t+

1

c
|r− r′|)dV ′dτ, (4.40)

è àíàëîãè÷íî äëÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà A(r, t). Ïóñòü åñòü òî÷å÷íûé çà�
ðÿä e, ñîâåðøàþùèé äâèæåíèå ïî òðàåêòîðèè r = r0(t). Ïðè ýòîì

ρ(r, t) = eδ(r− r0(t)), j(r, t) = evδ(r− r0(t)), (4.41)

ãäå v = ṙ0. Ïîäñòàâëÿÿ ρ èç (4.33) â (4.32) è èíòåãðèðóÿ ïî êîîðäèíàòàì,
ïîëó÷èì

φ(r, t) = e

∫
1

|r− r0(τ)|
δ(τ − t+

1

c
|r− r0(τ)|)dτ.

Èíòåãðèðîâàíèå ïî τ ëåãêî âûïîëíèòü, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðàâèëîì èí�
òåãðèðîâàíèÿ âûðàæåíèé, ñîäåðæàùèõ äåëüòà-ôóíêöèþ ñëîæíîãî àðãóìåí�
òà: ∫

g(x)δ(f(x)− a)dx = g(x0)
1

|df/dx|x=x0

, f(x0) = a. (4.42)
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Â íàøåì ñëó÷àå f(τ) = τ +
1

c
|r− r0(τ)|,

df

dτ
= 1 +

d

dτ

{
1

c

√
r2 − 2rr0(τ) + r20(τ)

}
= 1− v(τ)

c

r− r0(τ)

|r− r0(τ)|
= 1− 1

c
nv,

ãäå n � åäèíè÷íûé âåêòîð â íàïðàâëåíèè r− r0. Â ðåçóëüòàòå äëÿ φ èìååì

φ(r, t) =
e

|r− r0(t′)|
1

1− nv(t′)/c
, (4.43)

ãäå

n =
r− r0(t

′)

|r− r0(t′)|
,

à t′ åñòü êîðåíü óðàâíåíèÿ

t′ = t− 1

c
|r− r0(t

′)|. (4.44)

Ðàçíîñòü t − t′ = |r − r0(t
′)|/c ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âðåìÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ

ýëåêòðîìàãíèòíîãî âîçìóùåíèÿ îò ÷àñòèöû äî òî÷êè íàáëþäåíèÿ ïîëÿ.
Äëÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ ïðèâîäÿò ê ñëåäó�

þùåìó ðåçóëüòàòó:

A(r, t) =
ev(t′)

|r− r0(t′)|
1

1− nv(t′)/c
. (4.45)

Ïîòåíöèàëû ïîëÿ â âèäå (4.43), (4.45) íàçûâàþò ïîòåíöèàëàìè Ëèåíàðà �
Âèõåðòà.

×òîáû âû÷èñëèòü íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé
ïî ôîðìóëàì

E = −1

c

∂A

∂t
−∇φ, B = rotA, (4.46)

íàäî äèôôåðåíöèðîâàòü φ è A ïî êîîðäèíàòàì x, y, z òî÷êè è ìîìåíòó t
íàáëþäåíèÿ. Ìåæäó òåì ôîðìóëû (4.43), (4.45) âûðàæàþò ïîòåíöèàëû êàê
ôóíêöèè îò t′ è ëèøü ÷åðåç ñîîòíîøåíèå (4.44) � êàê íåÿâíûå ôóíêöèè îò
x, y, z, t, ÷òî íàäî ó÷èòûâàòü ïðè âû÷èñëåíèè ïðîèçâîäíûõ â (4.46). Îïóñêàÿ
ñîîòâåòñòâóþùèå âûêëàäêè, ïðèâåäåì îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò:

E = e
1− v2/c2

R2(1− nv/c)3
(n− v/c) +

e

c2R(1− nv/c)3
[n[(n− v/c)v̇]],

B = [nE].

(4.47)

Çäåñü R = |r − r0|, v̇ = ∂v/∂t′; âñå âåëè÷èíû â ïðàâûõ ñòîðîíàõ ðàâåíñòâ
áåðóòñÿ â ìîìåíò t′, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (4.44). Îòìåòèì
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íåêîòîðûå õàðàêòåðíûå ÷åðòû ïîëó÷åííûõ íàïðÿæåííîñòåé ïîëÿ. Âåêòîð
B ïåðïåíäèêóëÿðåí E è ëèíèè, êîòîðàÿ ñîåäèíÿåò çàðÿä â çàïàçäûâàþùèé
ìîìåíò âðåìåíè ñ òî÷êîé íàáëþäåíèÿ (íî âåêòîð E èìååò ïðîåêöèþ íà
ýòó ëèíèþ). Êàæäàÿ èç íàïðÿæåííîñòåé èìååò äâà ñëàãàåìûõ: ïåðâîå èçìå�
íÿåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå êàê R−2 è íå ñîäåðæèò óñêîðåíèÿ çàðÿäà, à âòîðîå
ïðîïîðöèîíàëüíî óñêîðåíèþ v̇ è óáûâàåò êàê R−1. Ñëàãàåìîå ïåðâîãî òèïà,
ïðèñóùåå â òîì ÷èñëå ðàâíîìåðíî äâèæóùåìóñÿ çàðÿäó, èìååò çàêîí óáûâà�
íèÿ òàêîé æå, êàê ó ñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ. Ñëàãàåìîå âòîðîãî òèïà îïèñûâàåò
âîëíîâîå ïîëå èçëó÷åíèÿ, ïîñêîëüêó îíî ìåäëåííî ñïàäàåò ñ ðàññòîÿíèåì
è ñîçäàåò êîíå÷íûé ïîòîê ýëåêòðîìàãíèòíîé ýíåðãèè ÷åðåç çàìêíóòóþ ïî�
âåðõíîñòü ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî ðàäèóñà, îêðóæàþùåãî ÷àñòèöó. Ïîëå èç�
ëó÷åíèÿ âîçíèêàåò òîëüêî ïðè óñêîðåííîì äâèæåíèè çàðÿäà (v̇ ̸= 0).

Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà: [2, ãë. 7, � 1], [3, � 63], [8, ãë. 21, � 5].

5. Èçëó÷åíèå è ðàññåÿíèå

ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí

5.1. Ïîëå ñèñòåìû çàðÿäîâ íà äàëåêèõ ðàññòîÿíèÿõ

Îáùèå ôîðìóëû äëÿ çàïàçäûâàþùèõ ïîòåíöèàëîâ (4.37), (4.38) âåñü�
ìà ñëîæíû. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîòåíöèàëîâ ïîëÿ íåîáõîäèìî
áðàòü çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè çàðÿäà è ïëîòíîñòè òîêà â ðàçíûå ìîìåíòû âðå�
ìåíè â êàæäîé òî÷êå ñèñòåìû. Ïîýòîìó êîíêðåòíûõ (òî÷íûõ) âûðàæåíèé
äëÿ φ è A ñ ïîìîùüþ ýòèõ ôîðìóë ïîëó÷èòü íå óäàåòñÿ. Åñëè, îäíàêî, òî÷�
êà íàáëþäåíèÿ íàõîäèòñÿ äîñòàòî÷íî äàëåêî îò ñèñòåìû äâèæóùèõñÿ çàðÿ�
äîâ, âûðàæåíèÿ (4.37), (4.38) ìîæíî ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü. Èòàê, ïóñòü
çàðÿäû äâèæóòñÿ â îáëàñòè, ðàçìåð êîòîðîé a, à ïîëå ðàññìàòðèâàåòñÿ íà
áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ r ≫ a. Òîãäà âûðàæåíèå |r−r′| â (4.37), (4.38) ìîæíî
ðàçëîæèòü â ðÿä

|r− r′| = (r2 − 2rr′ + r′
2
)
1
2 = r

(
1− 2rr′

r2
+

r′2

r2

) 1
2

≈ r

(
1− n

r′

r

)
= r − nr′,

(5.1)

ãäå n =
r

r
� åäèíè÷íûé âåêòîð â íàïðàâëåíèè òî÷êè íàáëþäåíèÿ. Â çíà�

ìåíàòåëÿõ ( 4.37), ( 4.38) ìîæíî îñòàâèòü òîëüêî ïåðâûé ÷ëåí èç ( 5.1):
1

|r− r′|
≈ 1

r
. Â àðãóìåíòàõ ρ è j â ÷èñëèòåëå îñòàâëÿåì äâà ñëàãàåìûõ:

ρ

(
r′, t− |r− r′|

c

)
= ρ

(
r′, t− r

c
+

nr′

c

)
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è àíàëîãè÷íî äëÿ j. Õîòÿ
nr′

c
≪ r

c
, ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â àðãóìåíòàõ ρ è

j ìîæíî îòáðîñèòü ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà çà âðåìÿ
nr′

c
êîíôèãóðàöèÿ

çàðÿäîâ â ñèñòåìå íå óñïåâàåò çàìåòíî èçìåíèòüñÿ.
Ïîñëå óïðîùåíèé çàïàçäûâàþùèå ïîòåíöèàëû ïðèíèìàþò âèä:

φ(r, t) =
1

r

∫
ρ

(
r′, t− r

c
+

nr′

c

)
dV ′, (5.2)

A(r, t) =
1

cr

∫
j

(
r′, t− r

c
+

nr′

c

)
dV ′. (5.3)

Óæå îòñþäà ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì n =
r

r
çàâèñèìîñòü

îò r è t â ( 5.2), ( 5.3) àíàëîãè÷íà òîé, êîòîðàÿ èìååòñÿ â ðàñõîäÿùåéñÿ
ñôåðè÷åñêîé âîëíå (4.21). Äðóãèìè ñëîâàìè, çàïàçäûâàþùèå ïîòåíöèàëû
íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ èìåþò àñèìïòîòèêó ðàñõîäÿùèõñÿ ñôåðè÷åñêèõ
âîëí. Ýòî è ãîâîðèò î òîì, ÷òî ïðîèçâîëüíî äâèæóùèåñÿ ñèñòåìû çàðÿäîâ
èçëó÷àþò ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû. Òåïåðü ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî â óðàâíåíèè
(4.39)

φí.ó. = φ0 + φ

φ0 åñòü âíåøíÿÿ ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà, à φ � ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà,
ñîçäàííàÿ ñàìîé ñèñòåìîé.

Íàéäåì òåïåðü ïî îáùèì ôîðìóëàì

E = −1

c

∂A

∂t
−∇φ, B = rotA (5.4)

íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé, ñîçäàâàåìûå ñèñòåìîé
çàðÿäîâ íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè. Ïðîèçâîäíûå â ïðàâîé ÷àñòè âû÷èñëèì

ïðèáëèæåííî. Âî-ïåðâûõ, ïðè âû÷èñëåíèè∇(t−r

c
+
nr′

c
) ó÷òåì, ÷òî |∇r| = 1,

à |∇r(r
′r/r)| ∼ r′/r ≪ 1, ïîýòîìó

∇(t− r

c
+

nr′

c
) ≈ −1

c

r

r
.

Âî-âòîðûõ, íå áóäåì äèôôåðåíöèðîâàòü îáùèé ìíîæèòåëü
1

r
â (5.2), (5.3).

Äåéñòâèòåëüíî, âåêòîðíûé ïîòåíöèàë (5.3) ñîäåðæèò çàâèñèìîñòü îò êîîð�

äèíàò òî÷êè íàáëþäåíèÿ â äâóõ ôàêòîðàõ:
1

r
è j(r′, t−r/c+r′n/c). Ñðàâíèì

âåëè÷èíó äâóõ ñëàãàåìûõ, êîòîðûå âîçíèêàþò ïðè èõ äèôôåðåíöèðîâàíèè
ïðè âû÷èñëåíèè rotA. Âîçüìåì äëÿ îöåíêè j = j0 cos (ω(t− r/c) + α), òàê
÷òî rot j = [∇ cos (ω(t− r/c) + α), j0] è

| rot j| ∼ ω

c
|j|.
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Ïîñêîëüêó |∇(1/r)| ∼ 1/r2, òî ïðè
1

r2
≪ ω

cr
, èëè

r ≫ c

ω
∼ λ (5.5)

ñëàãàåìîå ñ 1/r2 ìîæíî îïóñòèòü. Îáëàñòü (5.5) íàçûâàþò âîëíîâîé çîíîé

èçëó÷åíèÿ.
Íàéäåì ìàãíèòíîå ïîëå â âîëíîâîé çîíå:

B = [∇A] = [∇(t− r

c
+

nr′

c
), Ȧ] = −1

c
[nȦ],

ãäå Ȧ =
∂A

∂t
. Òàêèì îáðàçîì, â âîëíîâîé çîíå ñâÿçü ìåæäó B è Ȧ

B = [∇A] =
1

c
[Ȧn] (5.6)

òàêàÿ æå, êàê â ïëîñêîé âîëíå [ñì. (4.18)]. Ïîýòîìó íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè�
÷åñêîãî ïîëÿ ìîæíî íå âû÷èñëÿòü ïî ôîðìóëå èç (5.4), à âîñïîëüçîâàòüñÿ
ñâÿçüþ B è E â ïëîñêîé âîëíå: B = [nE]. Óìíîæèâ ýòî ðàâåíñòâî âåêòîðíî
íà n

[nB] = [n[nE]] = n(nE)− E(nn) = {(nE) = 0} = −E,

âûðàçèì E ÷åðåç B è n:
E = [Bn]. (5.7)

Âûïèøåì çäåñü òàêæå ñâÿçü E è Ȧ:

E =
1

c
[[Ȧn]n]. (5.8)

Îöåíèì óáûâàíèå ïîëåé íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ. Äèôôåðåíöèðóÿ ïî
âðåìåíè A â (5.3), íàéäåì, ÷òî ïðè r → ∞

Ȧ =
1

cr

∫
j′t

(
r′, t− r

c
+

nr′

c

)
dV ′ ∼ 1

r
.

Îòñþäà è èç (5.6), (5.8) ñëåäóåò, ÷òî íà äàëåêèõ ðàññòîÿíèÿõ íàïðÿæåííîñòè
ïîëÿ îêàçûâàþòñÿ îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíûìè ïåðâîé ñòåïåíè ðàññòîÿíèÿ

îò èçëó÷àþùåé ñèñòåìû: E,B ∼ 1

r
. Òî åñòü îíè ñïàäàþò ìåäëåííåå ïîñòî�

ÿííîãî ïîëÿ.
Èçëó÷àåìûå ñèñòåìîé ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû óíîñÿò ñ ñîáîé îïðåäå�

ëåííóþ ýíåðãèþ. Ïîòîê ýíåðãèè äàåòñÿ âåêòîðîì Ïîéíòèíãà g =
c

4π
[EB],

ðàâíûì â ïëîñêîé âîëíå

g = c
B2

4π
n.
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Òî åñòü ÷åðåç åäèíè÷íóþ ïëîùàäêó, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ n, â åäèíèöó âðå�

ìåíè ïðîòåêàåò êîëè÷åñòâî ýíåðãèè, ðàâíîå g = c
B2

4π
.

Ââåäåì ïîíÿòèå èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ dI â ýëåìåíò òåëåñíîãî óã�
ëà dΩ êàê êîëè÷åñòâà ýíåðãèè, ïðîòåêàþùåé â åäèíèöó âðåìåíè t ÷åðåç
ýëåìåíò ïëîùàäè dS = r2dΩ øàðîâîé ïîâåðõíîñòè ñ öåíòðîì â íà÷àëå êî�
îðäèíàò è ñ ðàäèóñîì r. Ýòî êîëè÷åñòâî ðàâíî, î÷åâèäíî, ïëîòíîñòè ïîòîêà
ýíåðãèè g, óìíîæåííîé íà dS, ò.å.

dI =
c

4π
B2r2dΩ. (5.9)

Ïîñêîëüêó ïîëå B îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî r, òî, êàê âèäèì, êîëè÷åñòâî
ýíåðãèè, èçëó÷àåìîå ñèñòåìîé â åäèíèöó âðåìåíè t â ýëåìåíò òåëåñíîãî óãëà
dΩ, îäèíàêîâî äëÿ âñåõ ðàññòîÿíèé (ïðè îäèíàêîâîé ðàçíîñòè t − r

c
). Òàê

è äîëæíî áûòü, ïîñêîëüêó èçëó÷àåìàÿ ñèñòåìîé ýíåðãèÿ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ
â îêðóæàþùåì ïðîñòðàíñòâå ñî ñêîðîñòüþ c, íèãäå íå íàêàïëèâàÿñü è íå
èñ÷åçàÿ.

Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà: [3, � 66], [5, ÷. I, � 26].

5.2. Äèïîëüíîå èçëó÷åíèå

Ïðîâåäåì äàëüíåéøåå óïðîùåíèå âûðàæåíèÿ (5.3) äëÿ âåêòîðíîãî ïîòåí�
öèàëà íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ. Î÷åâèäíî, âðåìåíåì nr′/c ∼ a/c â ïîäûíòå�
ãðàëüíîì âûðàæåíèè (5.3) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, åñëè çà ýòî âðåìÿ ðàñïðåäå�
ëåíèå çàðÿäîâ ìàëî èçìåíÿåòñÿ. Íàéäåì ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå âûðàæàþò
ýòî óñëîâèå. Ïóñòü T � õàðàêòåðíîå âðåìÿ, çà êîòîðîå çàðÿäû ñìåùàþò�
ñÿ çàìåòíûì îáðàçîì (íàïðèìåð, ïðè ïåðèîäè÷åñêîì äâèæåíèè T è ïåðèîä
äâèæåíèÿ çàðÿäîâ � âðåìåíà îäíîãî ïîðÿäêà).

Ðàñêëàäûâàÿ j â (5.3) ïî nr′/c

j

(
r′, t− r

c
+

nr′

c

)
≈ j
(
r′, t− r

c

)
+

nr′

c

∂j

∂t
(5.10)

è îöåíèâàÿ ïðîèçâîäíóþ
∂j

∂t
∼ j

T
, âèäèì, ÷òî âòîðîé ÷ëåí â (5.10) ìîæíî

îòáðîñèòü, åñëè
a

c
≪ T,

ò.å. âðåìÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîçìóùåíèé â ïðåäåëàõ èç�
ëó÷àþùåé ñèñòåìû ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ õàðàêòåðíûì âðåìåíåì äâèæåíèÿ
çàðÿäîâ â ñèñòåìå. Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî ñëåäóþ�
ùèì îáðàçîì:

a ≪ λ (5.11)
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(ðàçìåðû ñèñòåìû äîëæíû áûòü ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé èçëó÷àåìîé
âîëíû λ = cT ).

Óñëîâèå (5.11) ìîæíî çàïèñàòü è â äðóãîì âèäå. Ïóñòü v � õàðàêòåðíàÿ

ñêîðîñòü äâèæåíèÿ çàðÿäîâ, òîãäà T ∼ a

v
, òàê ÷òî λ ∼ ca/v. Èç (5.11)

íàõîäèì òîãäà
v ≪ c, (5.12)

ò.å. ñêîðîñòè çàðÿäîâ äîëæíû áûòü ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óñëîâèå (5.11), (5.12) âûïîëíÿåòñÿ, è â ðàçëîæåíèè

(5.10) îñòàâèì òîëüêî îäèí ÷ëåí. Òîãäà äëÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà (5.3)
èìååì

A(r, t) =
1

cr

∫
j
(
r′, t− r

c

)
dV ′.

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âûðàæåíèå

j =
∑

eavaδ
(
r′ − ra

(
t− r

c

))
äëÿ ïëîòíîñòè òîêà, ïðèâåäåì A ê âèäó

A(r, t) =
1

cr

∑
eava =

1

cr

d

dt

∑
eara.

Âñïîìèíàÿ îïðåäåëåíèå äèïîëüíîãî ìîìåíòà, îêîí÷àòåëüíî çàïèøåì

A(r, t) =
1

cr
ḋ
(
t− r

c

)
. (5.13)

Çíàÿ âåêòîðíûé ïîòåíöèàë â âîëíîâîé çîíå, íàéäåì B è E ïî ôîðìóëàì
(5.6), (5.8):

B =
1

c
[Ȧn] =

1

c2r
[d̈n], (5.14)

E = [Bn] =
1

c2r

[
[d̈n]n

]
. (5.15)

Ìû âèäèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèáëèæåíèè âñå õàðàêòåðèñòèêè èçëó�
÷åíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ äèïîëüíûì ìîìåíòîì ñèñòåìû. Òàêîå èçëó÷åíèå íà�
çûâàåòñÿ äèïîëüíûì. Ïðèáëèæåíèå, â êîòîðîì âû÷èñëåíû ïîëÿ E è B,
íàçûâàåòñÿ äèïîëüíûì ïðèáëèæåíèåì, óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè äèïîëüíîãî
ïðèáëèæåíèÿ ñîñòîèò â âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâ (5.11), (5.12).

Åñëè d̈ = 0, òî äèïîëüíîå èçëó÷åíèå îòñóòñòâóåò. Â ÷àñòíîñòè, äèïîëü�
íîå èçëó÷åíèå îòñóòñòâóåò, åñëè çàðÿäû äâèæóòñÿ ðàâíîìåðíî. Îòñóòñòâèå
èçëó÷åíèÿ (â òîì ÷èñëå äèïîëüíîãî) ïðè ðàâíîìåðíîì äâèæåíèè çàðÿäîâ
íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ïðèíöèïà îòíîñèòåëüíîñòè, òàê êàê ðàâíîìåðíî
äâèæóùèéñÿ çàðÿä ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â òàêîé ñèñòåìå, ãäå îí ïîêîèòñÿ,
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à ïîêîÿùèåñÿ çàðÿäû íå èçëó÷àþò. Òàêèì îáðàçîì, çàðÿäû ìîãóò èçëó÷àòü
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè îíè äâèæóòñÿ ñ óñêîðåíèåì.

Ïîäñòàâëÿÿ (5.14) â (5.9), íàéäåì èíòåíñèâíîñòü äèïîëüíîãî èçëó÷åíèÿ:

dI =
c

4π
B2r2dΩ =

1

4πc3
[d̈n]2dΩ =

1

4πc3
d̈2 sin2 θdΩ, (5.16)

ãäå θ � óãîë ìåæäó âåêòîðàìè d̈ è n. Ýòî åñòü êîëè÷åñòâî ýíåðãèè, èçëó÷à�
åìîé ñèñòåìîé â åäèíèöó âðåìåíè â ýëåìåíò òåëåñíîãî óãëà dΩ. Ïîäñòàâèâ
dΩ = sin θdθdφ è èíòåãðèðóÿ ïî dθ îò 0 äî π è ïî dφ îò 0 äî 2π, íàéäåì
ïîëíóþ èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ:

I =

∫
dI =

1

2c3
d̈2

π∫
0

sin2 θ sin θdθ = {cos θ = x} =
1

2c3
d̈2

1∫
−1

(1− x2)dx.

(5.17)
Îêîí÷àòåëüíî

I =
2d̈2

3c3
. (5.18)

Åñëè èìååòñÿ âñåãî îäèí äâèæóùèéñÿ âî âíåøíåì ïîëå çàðÿä, òî d = er
è d̈ = ew, ãäå w � óñêîðåíèå çàðÿäà. Ïîëíîå èçëó÷åíèå äâèæóùåãîñÿ çàðÿ�
äà

I =
2e2w2

3c3
(5.19)

åñòü ýíåðãèÿ, êîòîðóþ çàðÿä òåðÿåò â åäèíèöó âðåìåíè. Â ÷àñòíîñòè, äâè�
æóùèéñÿ ïî îðáèòå ýëåêòðîí äîëæåí òåðÿòü ýíåðãèþ è ïàäàòü íà ÿäðî.
Êëàññè÷åñêàÿ ôèçèêà íå ìîæåò îáúÿñíèòü óñòîé÷èâîñòè àòîìà.

Åñëè óñëîâèå äèïîëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ, íî äèïîëüíûé ìî�
ìåíò ñèñòåìû ðàâåí íóëþ èëè íå çàâèñèò îò âðåìåíè (d̈ = 0), òî äèïîëüíîå
èçëó÷åíèå îòñóòñòâóåò è äëÿ ðàñ÷åòà ïîëÿ èçëó÷åíèÿ è åãî èíòåíñèâíîñòè
íóæíî ó÷åñòü ñëåäóþùèå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ (5.10). Òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçíè�
êàåò, íàïðèìåð, äëÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû ÷àñòèö ñ îäèíàêîâûì îòíîøåíèåì
çàðÿäà ê ìàññå:

ḋ =
∑

eava =
∑ ea

ma
pa =

e

m
P.

Íî â çàìêíóòîé ñèñòåìå ïîëíûé èìïóëüñ P åñòü èíòåãðàë äâèæåíèÿ (ò.å.
âåëè÷èíà, íå èçìåíÿþùàÿñÿ ñî âðåìåíåì), ïîýòîìó d̈ = 0.

Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà: [1, ÷. I, � 36], [3, � 67], [5, ÷. I, � 27].

5.3. Êâàäðóïîëüíîå è ìàãíèòíî-äèïîëüíîå èçëó÷åíèÿ

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà óñëîâèå a ≪ λ âûïîëíÿåòñÿ, íî âòîðàÿ ïðî�
èçâîäíàÿ äèïîëüíîãî ìîìåíòà îáðàùàåòñÿ â íîëü, d̈ = 0, òàê ÷òî è èíòåí�
ñèâíîñòü äèïîëüíîãî èçëó÷åíèÿ (5.16), (5.17) îáðàùàåòñÿ â íîëü. Ýòî íå
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îçíà÷àåò îòñóòñòâèÿ èçëó÷åíèÿ ñèñòåìîé âîîáùå. ×òîáû íàéòè èíòåíñèâ�
íîñòü èçëó÷åíèÿ â ýòîì ñëó÷àå, ðàçëîæèì ïëîòíîñòü òîêà ïîä èíòåãðàëîì
â (5.3), óäåðæàâ âòîðîé ÷ëåí:

j(r′, t− r

c
+

nr′

c
) ≈ j(r′, t− r

c
) +

nr′

c

∂j(r′, t− r
c)

∂t
,

òàê ÷òî áóäåì èìåòü ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå äëÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà:

A(r, t) =
1

cr

∫
j(r′, t− r

c
)dV ′ +

1

cr

∫
(nr′)

c

∂j(r′, t− r
c)

∂t
dV ′.

Îáîçíà÷èì

A1 =
1

cr

∫
j(r′, t− r

c
)dV ′, A2 =

1

c2r

∂

∂t

∫
(nr′)j(r′, t− r

c
)dV ′.

Áóäåì ñ÷èòàòü ñèñòåìó çàðÿäîâ òî÷å÷íîé, òîãäà

j(r, t) =
∑

eava(t)δ(r− ra(t)),

è äëÿ A2 èìååì

A2(r, t) =
1

c2r

∂

∂t

∑
(nra)eava. (5.20)

Ïðîâåäåì òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ

va(nra) =
1

2
va(nra) +

1

2
va(nra) =

1

2
va(nra) +

1

2

d

dt
ra(nra)−

1

2
ra(nva) =

=
1

2
[n[vara]] +

1

2

d

dt
ra(nra).

Òåïåðü äëÿ A2 èìååì

A2 =
1

2c2r

∂2

∂t2

∑
eara(nra) +

1

2c2r

∂

∂t

∑
ea [[rava]n]. (5.21)

Âñïîìèíàÿ, ÷òî

M =
1

2c

∑
ea[rava]

åñòü ìàãíèòíûé ìîìåíò ñèñòåìû ÷àñòèö, ïåðåïèøåì A2 â âèäå

A2 =
1

cr
[Ṁn] +

1

2c2r

∂2

∂t2

∑
eara(nra).

Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûé âåêòîð Q ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ

Qα =
∑
β

Qαβnβ = Qαβnβ =
∑

e(3xα(rn)− r2nα), (5.22)
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ãäå
Qαβ =

∑
e(3xαxβ − r2δαβ)

åñòü òåíçîð êâàäðóïîëüíîãî ìîìåíòà ñèñòåìû. Çàïèøåì (5.22) â âåêòîðíîì
âèäå

Q =
∑

ea(3ra(ran)− r2an)

è ïðåîáðàçóåì âòîðîå ñëàãàåìîå â (5.21)

∂2

∂t2

∑
eara(nra) =

1

3
Q̈+

1

3
n
∂2

∂t2

∑
ear

2
a.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì äëÿ A2 ñëåäóþùåå îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå:

A2 =
1

cr
[Ṁn] +

1

6c2r
Q̈+

1

6c2r
n
∂2

∂t2

∑
ear

2
a. (5.23)

Ïðè âû÷èñëåíèè íàïðÿæåííîñòåé ïîëÿ ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â (5.23) íå äàåò
âêëàäà (ïîñêîëüêó [nn] = 0), è ïðè óñëîâèè d̈ = 0 ïîëå èçëó÷åíèÿ âûðàæà�
åòñÿ òîëüêî ÷åðåç ìàãíèòíûé äèïîëüíûé è ýëåêòðè÷åñêèé êâàäðóïîëüíûé
ìîìåíòû:

B =
1

c
[Ȧn] =

1

c2r

[
[M̈n]n

]
+

1

6c3r
[
...
Qn], (5.24)

E = [Bn] =
1

c2r
[nM̈] +

1

6c3r

[
[
...
Qn]n

]
. (5.25)

Âû÷èñëèì èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ ñèñòåìû, ó êîòîðîé d̈ = 0, íî èìå�
þòñÿ ïåðåìåííûå ýëåêòðè÷åñêèé êâàäðóïîëüíûé ìîìåíò Qαβ è ìàãíèòíûé
ìîìåíò M. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî E = B, ïîäñòàâëÿÿ (5.25) â (5.9) è ó÷èòûâàÿ,
÷òî (

[nM̈]
[
[
...
Qn]n

])
=
(
[nM̈],−

...
Q+ n(

...
Qn)

)
= −

(
[nM̈]

...
Q
)
,[

[
...
Qn]n

]2
=
(
n(
...
Qn)−

...
Q,
[
[
...
Qn]n

])
= −

(...
Q
[
[
...
Qn]n

])
= [

...
Qn]2,

ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîé èíòåíñèâíî�
ñòè

dI

dΩ
=

1

4πc3

(
[nM̈]2 +

1

36c2
[
...
Qn]2 − 1

3c

(
[nM̈]

...
Q
))

. (5.26)

×òîáû íàéòè ïîëíóþ èíòåíñèâíîñòü, ïðîèíòåãðèðóåì ïîñëåäíåå âûðàæå�
íèå ïî óãëàì. Ïðè ýòîì èíòåðôåðåíöèîííûé ÷ëåí ïðîïàäàåò è ðåçóëüòàò
âûðàæàåòñÿ â âèäå ñóììû èíòåíñèâíîñòåé ìàãíèòíî-äèïîëüíîãî è êâàäðó�
ïîëüíîãî èçëó÷åíèé:

I =
2M̈2

3c3
+

...
Q

2
αβ

180c5
≡ IM1 + IE2. (5.27)
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Åñëè ñóùåñòâóåò äèïîëüíîå èçëó÷åíèå ñèñòåìû ñ èíòåíñèâíîñòüþ IE1 [ñì.
ôîðìóëó (5.17)], òî IM1 è IE2 äàþò ïîïðàâêè ïîðÿäêà (a/λ)2 ê íåìó

IM1, IE2 ∼
(a
λ

)2
IE1. (5.28)

Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå (IE1 ̸= 0) ê IE1 èìååòñÿ åùå îäíî ïî�
ïðàâî÷íîå ñëàãàåìîå (îáúÿñíèòå åãî ïðîèñõîæäåíèå!) ∆I òîãî æå ïîðÿäêà,
÷òî è IM1, IE2 (ñì. [1]):

I = IE1 + IM1 + IE2 +∆I, ∆I ∼ IM1, IE2.

Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà: [1, ÷. I, � 36], [3, � 67], [5, ÷. I, � 27].

5.4. Ïîëå íà áëèçêèõ ðàññòîÿíèÿõ

Åñëè ðàññòîÿíèå äî ñèñòåìû äâèæóùèõñÿ çàðÿäîâ óäîâëåòâîðÿåò óñëî�
âèþ

l ≪ r ≪ λ, (5.29)

òî âû÷èñëåíèå ïîëÿ, êàê è â âîëíîâîé çîíå, óïðîùàåòñÿ. Íî ïîëå íà òà�
êèõ ðàññòîÿíèÿõ èìååò ñóùåñòâåííî èíîé õàðàêòåð â ñðàâíåíèè ñ ïîëåì â
âîëíîâîé çîíå è íàçûâàåòñÿ êâàçèñòàöèîíàðíûì. Óñëîâèå (5.29) îçíà÷àåò,
÷òî âðåìÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ äî òî÷êè íàáëþ�
äåíèÿ r/c ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ õàðàêòåðíûì ïåðèîäîì äâèæåíèÿ çàðÿäîâ
T ∼ λ/c, ïîýòîìó ïðè âû÷èñëåíèè ïîòåíöèàëîâ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü çàïàç�
äûâàíèåì

φ(r, t) =

∫
ρ(r′, t)

|r− r′|
dV ′,

A(r, t) =
1

c

∫
j(r′, t)

|r− r′|
dV ′.

(5.30)

Ïîëå îïðåäåëÿåòñÿ ìãíîâåííûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè çàðÿäîâ è òîêîâ â ñèñòå�
ìå.

Ðàçëîæåíèå ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà â ðÿä ïî ñòåïåíÿì l/r ïðîèçâîäèòñÿ
òàêèì æå îáðàçîì, êàê è â ñòàòè÷åñêîì ñëó÷àå (ñì. ðàçä. 2.3). Îãðàíè÷èâà�
ÿñü äèïîëüíûì ïðèáëèæåíèåì, áóäåì èìåòü

φ(r, t) =
q

r
+

d(t)r

r3
, (5.31)

ãäå q � ïîëíûé çàðÿä ñèñòåìû, à åå ýëåêòðè÷åñêèé äèïîëüíûé ìîìåíò

d(t) =

∫
r′ρ(r′, t)dV ′. (5.32)
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Ïðè ðàçëîæåíèè âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà âîçíèêàþò íåêîòîðûå îòëè÷èÿ
îò ñòàòè÷åñêîãî ñëó÷àÿ. Ïðîâîäÿ ðàçëîæåíèå, êàê â ðàçä. 3.2, ïîëó÷èì

A(r, t) =
1

cr

∫
j(r′, t) dV ′ +

1

cr3

∫
j(r′, t)(rr′) dV ′. (5.33)

Âòîðîé ÷ëåí ïðèâîäèòñÿ ê ïîòåíöèàëó ìàãíèòíîãî äèïîëÿ (3.22), ïåðâûé
æå ÷ëåí äëÿ íåñòàöèîíàðíîé ñèñòåìû íå îáðàùàåòñÿ â íóëü:∫

j(r′, t)dV ′ = −
∫

r′ div j(r′, t)dV ′ =
∂

∂t

∫
r′ρ(r′, t)dV ′ = ḋ(t).

Òàêèì îáðàçîì, âåêòîðíûé ïîòåíöèàë ïðèíèìàåò âèä

A(r, t) =
ḋ(t)

cr
+

[M(t)r]

r3
. (5.34)

Åìó ñîîòâåòñòâóåò ìàãíèòíîå ïîëå

B = rotA =
[ḋ(t)r]

cr3
+

3r(Mr)

r5
− M

r3
. (5.35)

Ïîñëåäíèå äâà ÷ëåíà îïèñûâàþò ïîëå ìàãíèòíîãî äèïîëÿ. Ïåðâûé æå ÷ëåí
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëå, ñîçäàâàåìîå ýëåìåíòàðíûì òîêîì. Ïóñòü èìååòñÿ
ýëåìåíòàðíûé äèïîëü d(t) = q(t)l. Òîãäà BBS = [ḋ(t)r]/cr3 = J(t)[lr]/cr3

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âû÷èñëåííîå ïî çàêîíó Áèî � Ñàâàðà ïîëå ýëåìåíòàð�
íîãî òîêà J(t) = q̇(t), òåêóùåãî â îòðåçêå l.

Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà: [1, ÷. I, � 36].

5.5. Òîðìîæåíèå èçëó÷åíèåì

Óñêîðåííî äâèæóùàÿñÿ çàðÿæåííàÿ ÷àñòèöà èçëó÷àåò ýëåêòðîìàãíèò�
íûå âîëíû, êîòîðûå óíîñÿò ýíåðãèþ. Î÷åâèäíî, ÷òî ýíåðãèÿ ÷àñòèöû ïðè
ýòîì óáûâàåò, ò.å. ïðîèñõîäèò òîðìîæåíèå ÷àñòèöû. Ñëåäîâàòåëüíî, íà ëþ�
áîé óñêîðåííî äâèæóùèéñÿ çàðÿæåííûé îáúåêò äîëæíà äåéñòâîâàòü ñèëà
òîðìîæåíèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ñèëà äåéñòâóåò íà ÷àñòèöó ñî ñòîðîíû ýëåê�
òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, èçëó÷åííîãî ñàìîé ÷àñòèöåé, ò.å. â ýëåêòðîäèíàìèêå
âîçíèêàåò ñïåöèôè÷åñêîå ñàìîäåéñòâèå ÷àñòèöû.

Íàéäåì, îïèðàÿñü íà ýíåðãåòè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ, ñèëó ðàäèàöèîííîãî
òðåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàðÿä äâèãàëñÿ óñêîðåííî òîëüêî â ïðîìåæóòêå
âðåìåíè t1 < t < t2:

v̇(t1) = v̇(t2) = 0. (5.36)

Ïîòåðÿ ýíåðãèè ∆E çàðÿäîì ìîæåò áûòü âûðàæåíà êàê ðàáîòà ñèëû òîðìî�
æåíèÿ frad:

∆E =

t2∫
t1

fradvdt. (5.37)
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû,−∆E � ýòî ýíåðãèÿ, ïîòðà÷åííàÿ ÷àñòèöåé íà èçëó÷åíèå.
Ñ÷èòàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèöû ìíîãî ìåíüøåé ñêîðîñòè ñâåòà, v ≪ c, âîñïîëüçó�
åìñÿ ôîðìóëîé (5.18) äëÿ èíòåíñèâíîñòè äèïîëüíîãî èçëó÷åíèÿ è íàéäåì
ýíåðãèþ, èçëó÷åííóþ ÷àñòèöåé íà èíòåðâàëå âðåìåíè îò t1 äî t2:

∆E = −
t2+r/c∫

t1+r/c

I(t)dt = −2e2

3c3

t2+r/c∫
t1+r/c

v̇2(t− r/c)dt = −2e2

3c3

t2∫
t1

v̇2(t)dt =

= −2e2

3c3
vv̇|t2t1 +

t2∫
t1

2e2

3c3
v̈vdt =

t2∫
t1

2e2

3c3
v̈vdt, (5.38)

ãäå ó÷òåíû óñëîâèÿ ( 5.36). Ñðàâíèâàÿ ( 5.37) è ( 5.38), âèäèì, ÷òî çàêîí
ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè áóäåò âûïîëíÿòüñÿ, åñëè

frad =
2e2

3c3
v̈. (5.39)

Äëÿ ó÷åòà ðåàêöèè èçëó÷åíèÿ íåîáõîäèìî äîáàâèòü ñèëó ðàäèàöèîííîãî
òðåíèÿ â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû:

mv̇ = f + frad. (5.40)

Âèä ñèëû ðàäèàöèîííîãî òîðìîæåíèÿ áûë óñòàíîâëåí èç íåñòðîãèõ ñîîá�
ðàæåíèé. Ïðèìåíåíèå áîëåå ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïîäõîäîâ ëèáî òîæå ïðèâî�
äèò ê ôîðìóëå (5.39), ëèáî òðåáóåò ðàññìîòðåíèÿ íåèçâåñòíîé è íå îïèñûâà�
åìîé êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêîé âíóòðåííåé ñòðóêòóðû ýëåìåíòàðíîé
÷àñòèöû.

Ëîðåíöåâà ñèëà ëó÷èñòîãî òðåíèÿ (5.39) îïèñûâàåò ðåàêöèþ èçëó÷åíèÿ
íå âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëüíûì îáðàçîì. Îíà ïîâûøàåò ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ, òàê êàê ñîäåðæèò òðåòüþ ïðîèçâîäíóþ îò ðàäèóñ-âåêòîðà. Ýòî
ïðîòèâîðå÷èò îáùåé ñõåìå êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè, â êîòîðîé ïðåäïîëàãà�
åòñÿ, ÷òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äîëæíû èìåòü âòîðîé ïîðÿäîê ïî âðåìåíè.
Ïîýòîìó íåêîòîðûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5.40) îêàçûâàþòñÿ ôèçè÷åñêè áåñ�
ñìûñëåííûìè. Íàïðèìåð, ïðè f = 0 óðàâíåíèå (5.40) ïðèíèìàåò âèä

v̇ =
2e2

3mc3
v̈

è èìååò ðåøåíèå

v = v0 + v1e
t/τ , τ =

3mc3

2e2
,

êîòîðîå íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò ñî âðåìåíåì. Ýòî çíà÷èò, íàïðèìåð, ÷òî
çàðÿä, ïðîøåäøèé ÷åðåç êàêîå-íèáóäü ïîëå, ïî âûõîäå èç ïîëÿ äîëæåí áûë
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áû íåîãðàíè÷åííî ¾ñàìîóñêîðÿòüñÿ¿, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ôèçè÷åñêè áåññìûñëåí�
íûì.

Íî â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ñèëà ëó÷èñòîãî òðåíèÿ (5.40) âõîäèò â óðàâíåíèå
äâèæåíèÿ êàê ìàëàÿ äîáàâêà ê âíåøíèì ñèëàì, îíà äàåò ôèçè÷åñêè îñìûñ�
ëåííûå ðåçóëüòàòû. Ñôîðìóëèðóåì óñëîâèå ìàëîñòè frad ïî ñðàâíåíèþ ñ
âíåøíåé ýëåêòðîìàãíèòíîé ñèëîé

f = eE+
e

c
[vB].

Èç (5.40) â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ïî ðàäèàöèîííîé ñèëå èìååì

v̈ ≈ e

m
Ė+

e

mc
[v̇B] +

e

mc
[vḂ] ≈ e

m
Ė+

e2

m2c
[EB]

(îïóùåíû ÷ëåíû, èìåþùèå ìàëîñòü
v

c
≪ 1). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ïðè�

áëèæåííîå âûðàæåíèå äëÿ ðàäèàöèîííîé ñèëû

frad =
2e3

3mc3
Ė+

2e4

3m2c4
[EB],

êîòîðîå íå ñîäåðæèò òðåòüåé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè. Óñëîâèå ìàëîñòè frad
ïî ñðàâíåíèþ ñ f ïðèâîäèò ê íåðàâåíñòâàì

e3

mc3
|Ė| ≪ e|E|, e4

m2c4
|[EB]| ≪ e|E|. (5.41)

Åñëè ïîëå èìååò ÷àñòîòó ω, òî |Ė| ∼ ω|E|, ïîýòîìó ïåðâîå íåðàâåíñòâî â

(5.41) äàåò ω ≪ mc3

e2
. Ââîäÿ äëèíó âîëíû λ ∼ c/ω, ïåðåïèøåì åãî â âèäå

λ ≫ r0, r0 ≡
e

mc2
. (5.42)

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà (5.39) äëÿ ñèëû ëó÷èñòîãî òðåíèÿ ïðèìåíèìà òîëü�
êî â òîì ñëó÷àå, åñëè äëèíà ïàäàþùåé íà çàðÿä âîëíû âåëèêà ïî ñðàâíåíèþ
ñ ¾ðàäèóñîì¿ çàðÿäà r0.

Âòîðîå íåðàâåíñòâî â (5.41) ïðèâîäèò ê óñëîâèþ

B ≪ e

r20
, (5.43)

ò.å. íåîáõîäèìî òàêæå, ÷òîáû ñàìî ïîëå íå áûëî ñëèøêîì âåëèêî. Ñëåäó�
åò èìåòü â âèäó, ÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè êëàññè÷åñêàÿ ýëåêòðîäèíàìèêà
ñòàíîâèòñÿ íåïðèìåíèìîé � âñëåäñòâèå êâàíòîâûõ ýôôåêòîâ � óæå ïðè
çíà÷èòåëüíî ìåíüøèõ ïîëÿõ (ïîðÿäêà m2c3/~e, ãäå ~ � ïîñòîÿííàÿ Ïëàí�
êà).

Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà: [1, ÷. I, � 38], [3, � 75].
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5.6. Ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå èçëó÷åíèÿ

Ðàññìîòðèì èçëó÷åíèå, âîçíèêàþùåå ïðè óñêîðåííîì íåïåðèîäè÷åñêîì
äâèæåíèè çàðÿæåííîé ÷àñòèöû, íàïðèìåð ïðè ðàññåÿíèè ýëåêòðîíà íà ÿä�
ðå. Ðàññ÷èòàåì ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü èçëó÷åíèÿ Eω, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò
êîëè÷åñòâî ýíåðãèè Eωdω, èçëó÷åííîå çà âñå âðåìÿ èçëó÷åíèÿ â âèäå âîëí
ñ ÷àñòîòàìè â èíòåðâàëå (ω, ω + dω). Ïóñòü f(t) � ôóíêöèÿ, õàðàêòåðèçó�
þùàÿ ïîëå ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû. Ðàçëîæèì åå â èíòåãðàë Ôóðüå

f(t) =
1

2π

∞∫
−∞

fωe
−iωtdω. (5.44)

Êîìïîíåíòû Ôóðüå îïðåäåëÿþòñÿ ïî ñàìîé ôóíêöèè f(t) èíòåãðàëàìè

fω =

∞∫
−∞

f(t)eiωtdt. (5.45)

Ââèäó âåùåñòâåííîñòè ôóíêöèè f(t) î÷åâèäíî, ÷òî

f−ω = f ∗
ω. (5.46)

Âûðàçèì ïîëíóþ èíòåíñèâíîñòü âîëíû, ïðîïîðöèîíàëüíóþ f 2, ÷åðåç
êîìïîíåíòû Ôóðüå. Ñ ïîìîùüþ (5.44), (5.45) ïîëó÷àåì

∞∫
−∞

f 2dt =

∞∫
−∞

f

∞∫
−∞

fωe
−iωtdω

2π

 dt =

=

∞∫
−∞

fω

∞∫
−∞

f(t)e−iωtdt

 dω

2π
=

∞∫
−∞

fωf−ω
dω

2π
,

èëè, ó÷èòûâàÿ (5.46),

∞∫
−∞

f 2dt =

∞∫
−∞

|fω|2
dω

2π
=

1

π

∞∫
0

|fω|2dω. (5.47)

Ýíåðãèþ, èçëó÷åííóþ ñèñòåìîé çà âñå âðåìÿ äâèæåíèÿ, ìîæíî ïðåäñòà�
âèòü êàê èíòåãðàë îò èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ I(t) ïî âðåìåíè èëè êàê
èíòåãðàë îò ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè èçëó÷åíèÿ Eω ïî ÷àñòîòå:

∞∫
−∞

I(t)dt =

∞∫
0

Eωdω. (5.48)
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Åñëè óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè äëèííîâîëíîâîãî ïðèáëèæåíèÿ (5.11), (5.12)
ñïðàâåäëèâû, òî ñèñòåìà èçëó÷àåò äèïîëüíî. Â ýòîì ñëó÷àå èíòåíñèâíîñòü
I(t) äàåòñÿ ôîðìóëîé (5.18), êîòîðàÿ âìåñòå ñ (5.47), ( 5.48) ïðèâîäèò ê
ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ äëÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè:

Eω =
2

3πc3
|d̈ω|

2
, (5.49)

ãäå d̈ω � êîìïîíåíòà Ôóðüå âåêòîðà d̈. Ó÷èòûâàÿ èçâåñòíîå ñâîéñòâî ôó�
ðüå-êîìïîíåíò

f̈ω = −ω2fω,

ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü ìîæíî òàêæå ïðåäñòàâèòü â âèäå

Eω =
2ω4

3πc3
|dω|2. (5.50)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íàõîäèòñÿ ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü èçëó÷åíèÿ â
ñëó÷àå ìàãíèòíî-äèïîëüíîãî, êâàäðóïîëüíîãî è ò.ä. èçëó÷åíèé. Òàê, ñïåê�
òðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ìàãíèòíî-äèïîëüíîãî èçëó÷åíèÿ äàåòñÿ âûðàæåíèåì

Eω =
2

3πc3
|M̈ω|

2
(5.51)

[ñð. ñ (5.49)].
Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà: [3, � 49,67].

5.7. Èçëó÷åíèå îñöèëëÿòîðà. Åñòåñòâåííàÿ øèðèíà

ñïåêòðàëüíûõ ëèíèé

Èçëó÷åíèå, ïîãëîùåíèå è ðàññåÿíèå âîëí àòîìíûìè ñèñòåìàìè � êâàí�
òîâûå ïðîöåññû, ïîñëåäîâàòåëüíîå îïèñàíèå êîòîðûõ âîçìîæíî òîëüêî íà
îñíîâå êâàíòîâîé ìåõàíèêè è êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè. Íî ìíîãèå êà÷å�
ñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè ýòèõ ÿâëåíèé õîðîøî ïåðåäàþòñÿ êëàññè÷åñêîé
ìîäåëüþ âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû ñ ãàðìîíè÷åñêèì îñöèë�
ëÿòîðîì. Ïîä îñöèëëÿòîðîì ìû ïîíèìàåì çàðÿæåííóþ ÷àñòèöó, ñâÿçàííóþ
óïðóãîé ñèëîé ñ íåêîòîðûì öåíòðîì.

Ïóñòü ýëåêòðîí, ñâÿçàííûé ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò èçîòðîïíîé óïðóãîé ñè�
ëîé Fe = −mω2

0r, ñîâåðøàåò ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ. Â îòñóòñòâèå èçëó÷åíèÿ
íåðåëÿòèâèñòñêîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà èìåëî áû âèä

r̈+ ω2
0r = 0 (5.52)

è îïèñûâàëî áû íåçàòóõàþùèå ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé ω0. Íî
ðåàêöèÿ èçëó÷åíèÿ ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ñèëû òðåíèÿ ( 5.39), êîòîðóþ
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ñëåäóåò äîáàâèòü â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (5.52):

r̈+ ω2
0r =

2e2

3mc3
...
r . (5.53)

Ðåøåíèå áóäåì èñêàòü ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé, ñ÷èòàÿ ñè�
ëó ðàäèàöèîííîãî òðåíèÿ ìàëîé. Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè èç (5.52) ïîëó÷à�
åì

...
r = −ω2

0 ṙ. Ââåäÿ îáîçíà÷åíèå

γ =
2e2ω2

0

3mc3
, (5.54)

ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ äâèæåíèÿ îñöèëëÿòîðà ñ òðåíèåì:

r̈+ γṙ+ ω2
0r = 0. (5.55)

Ìàëîñòü ñèëû ðàäèàöèîííîãî òðåíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ óïðóãîé ñèëîé ñîîò�
âåòñòâóåò âûïîëíåíèþ óñëîâèÿ

γ ≪ ω0. (5.56)

Èùåì ÷àñòíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5.55) â âèäå aeβt. Ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà

(5.56) íàõîäèì β1,2 = −γ

2
±iω0. Ñîîòâåòñòâåííî, åñëè çàðÿä e, íàõîäèâøèéñÿ

â òî÷êå r0, íà÷àë êîëåáàòüñÿ â ìîìåíò âðåìåíè t = 0, òî åãî ðàäèóñ-âåêòîð
r(t) ïðèáëèæåííî äàåòñÿ âûðàæåíèåì

r =

{
0 ïðè t < 0,

r0e
−γ

2 t cosω0t ïðè t > 0.

Îñöèëëÿòîð ñ òðåíèåì ñîâåðøàåò íåïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå, ïîýòîìó
èçëó÷àåìûå èì ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû íå èìåþò îïðåäåëåííîé ÷àñòîòû.
Íàïðîòèâ, â èçëó÷åíèè áóäóò ïðåäñòàâëåíû âñå ÷àñòîòû 0 6 ω < ∞, ò.å.
çàòóõàþùèé îñöèëëÿòîð èçëó÷àåò ñïëîøíîé ñïåêòð ÷àñòîò.

Âû÷èñëèì ôóðüå-îáðàç âòîðîé ïðîèçâîäíîé äèïîëüíîãî ìîìåíòà. Âñëåä�
ñòâèå ìàëîñòè çàòóõàíèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî r̈ ≈ −ω2

0r, ïîýòîìó

d̈ω = −eω2
0

2
r0

 ∞∫
0

e−
γ
2 t+iω0t+iωtdt+

∞∫
0

e−
γ
2 t−iω0t+iωtdt

 =

= −eω2
0

2
r0

[
1

γ/2− i(ω + ω0)
+

1

γ/2− i(ω − ω0)

]
. (5.57)

Ïîäñòàíîâêà ýòîãî âûðàæåíèÿ â (5.49) ïðèâîäèò ê äîâîëüíî ãðîìîçäêîìó
âûðàæåíèþ äëÿ ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè Eω. Îäíàêî ïðè ìàëîì çàòóõàíèè
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(5.56) ñïåêòðàëüíûå ëèíèè áóäóò óçêèìè, ïîýòîìó èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò
ëèøü ÷àñòîòû âáëèçè ω0. Ïðè |ω − ω0| ≪ ω0 ñëàãàåìîå â (5.57), êîòîðîå ñî�
äåðæèò ω − ω0 â çíàìåíàòåëå, ìíîãî áîëüøå ñëàãàåìîãî, êîòîðîå ñîäåðæèò
ω + ω0. Îïóñêàÿ ïîñëåäíåå, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ñïåêòðàëü�
íîé ïëîòíîñòè:

Eω =
e2r20
6πc3

ω4
0

1

γ2/4 + (ω − ω0)2
. (5.58)

Îáùèé ìíîæèòåëü â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè îáû÷íî âûðàæàþò ÷åðåç ïîë�

íóþ ýíåðãèþ E0 èçëó÷åíèÿ çàòóõàþùåãî îñöèëëÿòîðà E0 =

∫ ∞

0

Eωdω. Ïî�
ñêîëüêó ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ñîñðåäîòî÷åíà âáëèçè ÷àñòîòû ω0, òî

∞∫
0

dω

(ω − ω0)2 + γ2/4
≈

∞∫
−∞

dω

(ω − ω0)2 + γ2/4
=

2π

γ
,

òàê ÷òî

Eω =
E0
2π

γ

γ2/4 + (ω − ω0)2
. (5.59)

Òàêàÿ ôîðìà ëèíèè íàçûâàåòñÿ ëîðåíöåâñêèì êîíòóðîì, à ïîñòîÿííàÿ γ �
åñòåñòâåííîé øèðèíîé ëèíèè. Îáðàòíàÿ âåëè÷èíà τ = γ−1 õàðàêòåðèçó�
åò âðåìÿ æèçíè âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ îñöèëëÿòîðà: çà âðåìÿ ïîðÿäêà
íåñêîëüêèõ τ îñöèëëÿòîð âûñâå÷èâàåòñÿ è åãî êîëåáàíèÿ ïðåêðàùàþòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ðàäèàöèîííîå çàòóõàíèå ïðèâîäèò ê óøèðåíèþ ñïåê�
òðàëüíîé ëèíèè. Ìàêñèìóì èíòåíñèâíîñòè â ñïåêòðå èçëó÷åíèÿ, ñîãëàñíî
(5.58), ïðèõîäèòñÿ íà ÷àñòîòó ω = ω0, ïðè óäàëåíèè îò ýòîãî ìàêñèìóìà
èíòåíñèâíîñòü áûñòðî óìåíüøàåòñÿ. Ïðè ω = ω0 ± γ/2 èçëó÷àåìàÿ èíòåí�
ñèâíîñòü óìåíüøàåòñÿ â äâà ðàçà (ðèñ. 10). Ïî ýòîé ïðè÷èíå âåëè÷èíà γ/2
íîñèò íàçâàíèå ïîëóøèðèíû ñïåêòðàëüíîé ëèíèè.

Êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèé ðàñ÷åò äàåò äëÿ àòîìíûõ ñïåêòðîâ òàêóþ æå
ôîðìó ëèíèè (5.59), íî ñ äðóãèì çíà÷åíèåì ïîñòîÿííîé γ. Â ðåàëüíûõ óñëî�
âèÿõ ôîðìà è øèðèíà ñïåêòðàëüíûõ ëèíèé àòîìîâ îïðåäåëÿþòñÿ íå òîëüêî
ðåàêöèåé èçëó÷åíèÿ, íî è äðóãèìè ôàêòîðàìè, ñðåäè êîòîðûõ ãëàâíóþ ðîëü
îáû÷íî èãðàþò ñòîëêíîâåíèÿ àòîìîâ è èõ òåïëîâîå äâèæåíèå.

Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà: [1, ÷. I, � 39], [5, ÷. I, � 30].

5.8. Ðàññåÿíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí ñâîáîäíûìè

çàðÿäàìè

Åñëè íà ñèñòåìó çàðÿäîâ ïàäàåò ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà, òî ïîä åå âëè�
ÿíèåì çàðÿäû ïðèõîäÿò â äâèæåíèå. Ýòî äâèæåíèå ñîïðîâîæäàåòñÿ èçëó÷å�
íèåì âî âñå ñòîðîíû, ò.å. ïðîèñõîäèò ðàññåÿíèå ïåðâîíà÷àëüíîé âîëíû.
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Ðèñ. 10

Ðàññåÿíèå óäîáíî õàðàêòåðèçîâàòü îòíîøåíèåì êîëè÷åñòâà ýíåðãèè, èñ�
ïóñêàåìîé ðàññåèâàþùåé ñèñòåìîé â äàííîì íàïðàâëåíèè â åäèíèöó âðå�
ìåíè, ê ïëîòíîñòè ïîòîêà ýíåðãèè, ïàäàþùåãî íà ñèñòåìó èçëó÷åíèÿ. Ýòî
îòíîøåíèå èìååò ðàçìåðíîñòü ïëîùàäè è íàçûâàåòñÿ ñå÷åíèåì ðàññåÿíèÿ.

Ïóñòü dI åñòü ýíåðãèÿ, èçëó÷àåìàÿ ñèñòåìîé â òåëåñíûé óãîë dΩ â åäè�
íèöó âðåìåíè ïðè ïàäåíèè íà íåå âîëíû ñ âåêòîðîì Ïîéíòèíãà g. Òîãäà
ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ â òåëåñíûé óãîë dΩ ðàâíî

dσ =
dI

g
(5.60)

(÷åðòà íàä áóêâîé îçíà÷àåò óñðåäíåíèå ïî âðåìåíè). Èíòåãðàë îò dσ ïî âñåì
íàïðàâëåíèÿì åñòü ïîëíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ

σ =

∫
dσ =

∫
dσ

dΩ
dΩ. (5.61)

Ðàññìîòðèì ðàññåÿíèå, ïðîèçâîäèìîå îäíèì ñâîáîäíûì çàðÿäîì. Ïóñòü
íà çàðÿä ïàäàåò ïëîñêàÿ ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàííàÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêàÿ âîë�
íà. Åå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

E = E0 cos(ωt− kr+ α). (5.62)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñêîðîñòü, ïðèîáðåòàåìàÿ çàðÿäîì ïîä äåéñòâèåì
ïîëÿ ïàäàþùåé âîëíû, ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà: v ≪ c. Òî�
ãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íà çàðÿä äåéñòâóåò ñèëà eE, à ñèëîé

e

c
[vB] ìîæíî

ïðåíåáðå÷ü. Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü àìïëèòóäó êîëåáàíèé ýëåêòðîíà a ìàëîé
ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé âîëíû âíåøíåãî ïîëÿ � a ≪ λ0 (ò.å. kr ≪ 1) �
è ïðåíåáðåæåì ñèëîé ëó÷èñòîãî òðåíèÿ. Òîãäà óðàâíåíèå äâèæåíèÿ çàðÿäà
ïðèìåò âèä

mr̈ = eE = eE0 cos(ωt+ α). (5.63)

83



Çàìåòèì, ÷òî â äàííîì ïðèáëèæåíèè ÷àñòîòà èçëó÷àåìîé çàðÿäîì (ò.å. ðàñ�
ñåÿííîé èì) âîëíû ðàâíà, î÷åâèäíî, ÷àñòîòå ïàäàþùåé âîëíû.

Ïîñêîëüêó óñëîâèå (5.12) âûïîëíÿåòñÿ, äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè
ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (5.16)

dI =
[d̈n]2

4πc3
dΩ. (5.64)

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (5.63), íàéäåì d̈ = er̈ =
e2

m
E è ïîäñòàâèì

â (5.64):

dI =
e4

4πm2c3
[En]2dΩ =

e4

4πm2c3
E2 sin2 θdΩ.

Ìîäóëü âåêòîðà Ïîéíòèíãà (ïëîòíîñòü ïîòîêà ýíåðãèè) ïàäàþùåé âîëíû

g =
c

4π
|[EB]| = c

4π
E2.

Îòñþäà íàõîäèì ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ â òåëåñíûé óãîë dΩ:

dσ =
dI

g
=

e4

m2c4
sin2 θdΩ, (5.65)

ãäå θ � óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì ðàññåÿíèÿ (âåêòîðîì n) è íàïðàâëåíè�
åì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E ïàäàþùåé âîëíû. Ìû âèäèì, ÷òî ýôôåêòèâíîå
ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ñâîáîäíûì çàðÿäîì íå çàâèñèò îò ÷àñòîòû.

Îáîçíà÷àÿ r0 =
e2

mc2
, ïåðåïèøåì (5.65) â âèäå

dσ = r20 sin
2 θdΩ. (5.66)

Âåëè÷èíà r0 (åå ìîæíî ïîëó÷èòü, ïðèðàâíèâàÿ e2/r0 = mc2) ïîÿâëÿåòñÿ âî
ìíîãèõ çàäà÷àõ ýëåêòðîäèíàìèêè. Äëÿ ýëåêòðîíà r0 = 2.8 · 10−13 ñì è íàçû�
âàåòñÿ êëàññè÷åñêèì ðàäèóñîì ýëåêòðîíà. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ýòîìó ïàðàìåò�
ðó íåëüçÿ ïðèïèñûâàòü áóêâàëüíûé ñìûñë ðàäèóñà ýëåìåíòàðíîé ÷àñòèöû.

Îïðåäåëèì ïîëíîå ñå÷åíèå σ. Äëÿ ýòîãî âûáåðåì íàïðàâëåíèå E â êà÷å�
ñòâå ïîëÿðíîé îñè è, èíòåãðèðóÿ (5.66) ïî θ è φ òî÷íî òàê æå, êàê â (5.17),
íàõîäèì:

σ =
8π

3
r20. (5.67)

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Òîìñîíà.
Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà: [1, ÷. I, � 40], [3, � 78], [5, ÷. I, � 36].

84



5.9. Ðàññåÿíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí îñöèëëÿòîðîì

Ïóñòü íà îñöèëëÿòîð âîçäåéñòâóåò ïëîñêàÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêàÿ ëèíåéíî
ïîëÿðèçîâàííàÿ âîëíà. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî, âî-ïåðâûõ, ñêîðîñòü, ïðèîáðå�
òåííàÿ çàðÿäîì, ìíîãî ìåíüøå ñêîðîñòè ñâåòà; âî-âòîðûõ, àìïëèòóäà êîëå�
áàíèé ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé âîëíû âíåøíåãî ïîëÿ: a ≪ λ0. Íàïîì�
íèì, ÷òî k ∼ 1/λ0, ïîýòîìó âòîðîå óñëîâèå ïîçâîëÿåò îïóñòèòü ñëàãàåìîå kr
â àðãóìåíòå êîñèíóñà èç (5.62). Çàïèøåì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ îñöèëëÿòîðà,
ïðåíåáðåãàÿ ñèëîé ðàäèàöèîííîãî òðåíèÿ:

mr̈+ κr = eE0 cos(ωt+ α),

èëè

r̈+ ω2
0r =

eE0

m
cos(ωt+ α), (5.68)

ãäå ω0 =
√
κ/m � ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà îñöèëëÿòîðà. Â çàäà÷å î ðàññåÿíèè

äîñòàòî÷íî íàéòè ÷àñòíîå ðåøåíèå (5.68), ïîñêîëüêó ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ
îñöèëëÿòîðà ïðè ó÷åòå òðåíèÿ çàòóõíóò çà âðåìÿ γ−1 (ñì. íèæå). ×àñòíîå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.68) èùåì â âèäå

r = a cos(ωt+ α),

(a � ïîñòîÿííûé âåêòîð), ÷òî ïðèâîäèò ê

r =
eE0

m(ω2
0 − ω2)

cos(ωt+ α)

è

d̈ = er̈ =
e2E0ω

2

m(ω2 − ω2
0)

cos(ωt+ α).

Òåïåðü èç (5.16) íàõîäèì èíòåíñèâíîñòü ðàññåÿííîé âîëíû, çàòåì èç (5.60) �
ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ:

dσ

dΩ
=

e4ω4

m2c4(ω2 − ω2
0)

2
sin2 θ = r20

ω4

(ω2 − ω2
0)

2
sin2 θ. (5.69)

Âûøå ìû íå ó÷èòûâàëè ïîòåðü ýíåðãèè, îáóñëîâëåííûõ äåéñòâóþùèì
íà îñöèëëÿòîð òðåíèåì. Íàïîìíèì, ÷òî ïðè óñêîðåííîì äâèæåíèè çàðÿæåí�
íîé ÷àñòèöû ïðèíöèïèàëüíî íåâîçìîæíî èñêëþ÷èòü ýôôåêòû òðåíèÿ, ïî�
ñêîëüêó âîçíèêàþùåå èçëó÷åíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí ïðèâîäèò ê ïîòåðå
ýíåðãèè ÷àñòèöåé (ñì. ðàçä. 5.5). Ó÷èòûâàÿ â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ ðàäèà�

öèîííóþ ñèëó òðåíèÿ frad =
2e2

3c3
v̈ è ïîäñòàâëÿÿ ïðèáëèæåííî

...
r = −ω2

0 ṙ,
ïîëó÷èì

r̈+ γṙ+ ω2
0r =

eE0

m
cos(ωt+ α), (5.70)
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ãäå γ =
2e2

3mc3
ω2
0. Îòñþäà íàõîäèì

r =
eE0

m
Re

[
ei(ωt+α)

ω2
0 − ω2 + iγω

]
(5.71)

è äëÿ ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ â òåëåñíûé óãîë dΩ âìåñòî (5.69) ïîëó÷èì

dσ

dΩ
= r20

ω4

(ω2 − ω2
0)

2 + γ2ω2
sin2 θ. (5.72)

Èíòåãðèðóÿ ïî òåëåñíîìó óãëó, ïîëó÷àåì ïîëíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ

σ =
8πr20
3

ω4

(ω2 − ω2
0)

2 + γ2ω2
. (5.73)

Ñðàâíèâàÿ (5.73) ñ ôîðìóëîé Òîìñîíà (5.67), âèäèì, ÷òî ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ
ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû îñöèëëÿòîðîì � â îòëè÷èå îò ðàññåÿíèÿ ñâîáîä�
íûì çàðÿäîì � çàâèñèò îò ÷àñòîòû. Ýòà çàâèñèìîñòü èìååò ñëåäóþùèå
õàðàêòåðíûå ñâîéñòâà:

1. Ïðè íèçêèõ ÷àñòîòàõ ω ≪ ω0

σ ≈ 8πr20
3

ω4

ω4
0

∼ ω4 ∼ 1

λ4
.

Ýòî ñîîòíîøåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàêîí Ðýëåÿ. Îíî ïîêàçûâàåò, ÷òî âîë�
íû ñ ìåíüøåé äëèíîé âîëíû ðàññåèâàþòñÿ ñèëüíåå. Ñèíèé ñâåò ðàññåèâàåòñÿ

ñèëüíåå êðàñíîãî. Î÷åâèäíî, â ýòîé îáëàñòè ÷àñòîò σ ≪ 8

3
πr20.

2. Ïðè ïðèáëèæåíèè ÷àñòîòû âíåøíåãî ïîëÿ ê ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå îñ�
öèëëÿòîðà ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ âîçðàñòàåò (ÿâëåíèå ðåçîíàíñà) è òî÷íî â ðå�
çîíàíñå (ω = ω0)

σ =
8

3
πr20

ω2
0

γ2
≫ 8

3
πr20.

3. Â âûñîêî÷àñòîòíîì ïðåäåëå ω ≫ ω0 çàâèñèìîñòü îò ÷àñòîòû èñ÷åçàåò
è ñâÿçàííàÿ ÷àñòèöà ðàññåèâàåò êàê ñâîáîäíàÿ:

σ =
8

3
πr20.

Ôàêòè÷åñêè, îäíàêî, ïðèìåíèìîñòü ýòîé ôîðìóëû îãðàíè÷åíà ñâåðõó óñëî�
âèåì ~ω ≪ mc2 � ýíåðãèÿ êâàíòà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ äîëæíà áûòü
ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ ýíåðãèåé ÷àñòèöû.

Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà: [1, ÷. I, � 39], [2, ãë. 9, � 2], [5, ÷. I, � 36].
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5.10. Êîãåðåíòíîå è íåêîãåðåíòíîå ðàññåÿíèå

Ðàññìîòðèì òåïåðü âçàèìîäåéñòâèå ïëîñêîé ìîíîõðîìàòè÷åñêîé ëèíåé�
íî ïîëÿðèçîâàííîé âîëíû ñ ñèñòåìîé îäèíàêîâûõ ÷àñòèö, êàæäàÿ èç êîòî�
ðûõ ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ îêîëî ñâîåãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ rj. Ïî-ïðåæ�
íåìó áóäåì ïðåíåáðåãàòü íåîäíîðîäíîñòüþ ïàäàþùåé âîëíû â ïðåäåëàõ îá�
ëàñòè êîëåáàíèé îòäåëüíîé ÷àñòèöû, íî ðàññòîÿíèå ìåæäó ÷àñòèöàìè ìî�
æåò áûòü ïðîèçâîëüíûì ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé âîëíû. Ïîýòîìó íà ÷àñòèöó
ñ íîìåðîì j áóäåò äåéñòâîâàòü ïîëå E = E0 exp (ikrj − iωt), ãäå k � âîëíî�
âîé âåêòîð ïàäàþùåé âîëíû. Ðàäèóñ-âåêòîð sj j-é ÷àñòèöû, îòñ÷èòûâàåìûé
îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ïðåíåáðå�
æåíèè ìàãíèòíîé ñèëîé (v/c ≪ 1), ðåøåíèå åãî äàåò sj = a exp (ikrj − iωt),
ãäå àìïëèòóäà êîëåáàíèé

a =
eE0/m

ω2
0 − ω2 − iγω

(5.74)

îäèíàêîâà äëÿ âñåõ ÷àñòèö.
Çàïèøåì âåêòîðíûé ïîòåíöèàë ïîëÿ ðàññåÿííûõ âîëí íà áîëüøîì ðàñ�

ñòîÿíèè îò ñèñòåìû â ïðèáëèæåíèè (5.3):

A =
1

cR

∑
j

ej ṡj

(
t− R

c
+

n′rj
c

)
,

ãäå R � ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî òî÷êè íàáëþäåíèÿ, n′ � åäè�
íè÷íûé âåêòîð â íàïðàâëåíèè ðàññåÿíèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âûðàæåíèå äëÿ
sj, íàõîäèì

A = − i

cR

E0ω

ω2
0 − ω2 − iγω

e−iω(t−R/c)
∑
j

e2

m
e−iqrj , (5.75)

ãäå q = k′−k åñòü ðàçíîñòü ìåæäó âîëíîâûì âåêòîðîì ðàññåÿííîé k′ =
ω

c
n′

è âîëíîâûì âåêòîðîì ïàäàþùåé k =
ω

c
n âîëí.

Äëÿ ïîëÿ B ðàññåÿííîé âîëíû íàõîäèì ñîãëàñíî (5.6)

B =
1

c
[Ȧn′] =

[E0n
′]

c2R

ω2

ω2
0 − ω2 − iγω

e−iω(t−R/c)e
2

m

∑
j

e−iqrj . (5.76)

Ïîòîê ýíåðãèè â ýëåìåíò òåëåñíîãî óãëà â íàïðàâëåíèè n′, óñðåäíåííûé ïî

ïåðèîäó, ðàâåí
c|B|2

8π
R2dΩ (íàïîìíèì, ÷òî âûðàæåíèå (5.76) äëÿ B çàïèñàíî

â êîìïëåêñíîé ôîðìå, ïîýòîìó â çíàìåíàòåëå âîçíèêàåò ìíîæèòåëü 8π, à

87



íå 4π). Âû÷èñëÿÿ äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ïî ôîðìóëå (5.60),
íàõîäèì

dΣ

dΩ
= F (q)

dσ

dΩ
, (5.77)

ãäå
dσ

dΩ
� ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ îòäåëüíûì îñöèëëÿòîðîì (5.72) èëè ñâîáîäíûì

ýëåêòðîíîì (5.66) (ïðè ω0 = γ = 0).
Ìíîæèòåëü

F (q) =

∣∣∣∣∣
N∑
j=1

e−iqrj

∣∣∣∣∣
2

(5.78)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôàêòîð êîãåðåíòíîñòè, ïîêàçûâàþùèé, â êàêîé ìåðå
ðàññåÿíèå ñèñòåìîé çàðÿäîâ îòëè÷àåòñÿ îò ðàññåÿíèÿ îòäåëüíîé ÷àñòèöåé.
Îí ñèëüíî çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó îáðàòíûì âîëíîâûì âåêòîðîì
q−1, ïåðåäàííûì ðàññåèâàòåëþ, è ðàçìåðàìè îáëàñòè, â êîòîðîé äâèæóòñÿ
÷àñòèöû.

1. Ïåðåäàííûé âîëíîâîé âåêòîð ìàë, òàê ÷òî |qrj| ≪ 1 äëÿ âñåõ j. Çàìå�
íÿÿ â (5.78) ýêñïîíåíòû åäèíèöàìè, èìååì F = N 2, ãäå N � ïîëíîå ÷èñëî
ðàññåèâàòåëåé. Ýòî ñëó÷àé ïîëíîñòüþ êîãåðåíòíîãî ðàññåÿíèÿ, êîãäà ïîëÿ
îò îòäåëüíûõ ÷àñòèö ñêëàäûâàþòñÿ â îäíîé ôàçå. Ñå÷åíèå ïðîïîðöèîíàëü�
íî êâàäðàòó ÷èñëà ðàññåèâàòåëåé:

dΣ

dΩ
= N 2 dσ

dΩ
. (5.79)

Åñëè ðàññåèâàþòñÿ äëèííûå âîëíû λ ≫ rj, òî ôîðìóëà (5.79) ñïðàâåäëèâà
ïðè âñåõ óãëàõ ðàññåÿíèÿ. Åñëè æå λ . rj, òî (5.79) ñïðàâåäëèâî òîëüêî
ïðè ðàññåÿíèè íà ìàëûå óãëû, ïðè êîòîðûõ qrj ≪ 1, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî
krj & 1. Ïîñêîëüêó q = 2k sin (θ/2), ãäå θ � óãîë ðàññåÿíèÿ, òî îáëàñòü
óãëîâ êîãåðåíòíîãî ðàññåÿíèÿ äàåòñÿ íåðàâåíñòâîì

θ ≪ θc ≈
1

kl
, (5.80)

ãäå l � ðàçìåð ðàññåèâàþùåé ñèñòåìû.
2. Ïåðåäàííûé èìïóëüñ âåëèê, |qrj| ≫ 1. Çàïèøåì (5.78) â âèäå

F =
N∑
j=1

exp[iq(rj − rj)] +
∑
j ̸=m

exp [iq(rj − rm)].

Ïåðâàÿ ñóììà, î÷åâèäíî, ðàâíà N . Çíà÷åíèå æå âòîðîé ñóììû çàâèñèò, âî�
îáùå ãîâîðÿ, îò ðàñïîëîæåíèÿ çàðÿäîâ. Åñëè îíî ñëó÷àéíî, òî ïðè äîñòàòî÷�
íî áîëüøîì N ïðîèçîéäåò âçàèìíîå ãàøåíèå îñöèëëèðóþùèõ ñëàãàåìûõ è
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F = N . Ïîýòîìó áóäåì èìåòü

dΣ

dΩ
= N

dσ

dΩ
. (5.81)

Çäåñü ñêëàäûâàþòñÿ íå àìïëèòóäû, à èíòåíñèâíîñòè âîëí, ðàññåÿííûõ îò�
äåëüíûìè ÷àñòèöàìè, è ýôôåêò ïðîïîðöèîíàëåí ÷èñëó ðàññåèâàòåëåé, à íå
èõ êâàäðàòó.

Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî âûøå íå ó÷èòûâàëîñü âîçäåéñòâèå ðàññåÿííûõ
âîëí íà äðóãèå çàðÿäû � ìíîãîêðàòíîå ðàññåÿíèå ñâåòà, êîòîðûì ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü â ðàçðåæåííîé ñðåäå.

Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà: [1, ÷. I, � 40], [3, � 80].
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