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Ó÷åáíîå ïîñîáèå ïðåäíàçíà÷åíî äëÿ ïðîâåäåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé
ïî êóðñó ¾Ýëåêòðîäèíàìèêà¿ (øèôð ÎÏÄ.Ô.01.02). Ìàòåðèàë ïîñîáèÿ îò�
íîñèòñÿ ê ïåðâîé ÷àñòè êóðñà, â êîòîðîé èçó÷àþòñÿ ýëåêòðîìàãíèòíûå ÿâ�
ëåíèÿ â âàêóóìå. Êàæäûé ðàçäåë ñîäåðæèò òåîðåòè÷åñêóþ ÷àñòü, ïðèìåðû
ðåøåíèÿ çàäà÷ è çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ. Èçëîæåíèå òåîðèè,
â êîòîðîì ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ è äàþòñÿ êëþ÷åâûå ôîðìóëû,
èìååò ñïðàâî÷íûé õàðàêòåð è íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíî ñ ðåøåíèåì çàäà÷
ïî ñîîòâåòñòâóþùåé òåìå. Ïîäáîð çàäà÷ ïðîâîäèëñÿ òàê, ÷òîáû ïîêàçàòü
îñíîâíûå ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ, à òàêæå ïðîèëëþñòðèðîâàòü íàèáîëåå ñóùå�
ñòâåííûå ïîëîæåíèÿ òåîðèè. Ðåøåííûå â ïîñîáèè çàäà÷è èìåþò áàçîâûé
õàðàêòåð, îíè äîëæíû äàòü äîñòàòî÷íî ïîëíîå ïðåäñòàâëåíèå îá èçó÷àåìîé
òåìå è ïîìî÷ü ñòóäåíòàì â ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòå íàä äðóãèìè çàäà÷àìè
èç äàííîãî ïîñîáèÿ, à òàêæå èç çàäà÷íèêîâ, ïðèâåäåííûõ â ñïèñêå ëèòåðà�
òóðû.

1. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû ýëåêòðîäèíàìèêè

Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ìîæåò áûòü îïèñàíî çàäàíèåì íàïðÿæåííîñòåé
ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé E(r, t),B(r, t) � äâóõ âåêòîðíûõ ôóíê�
öèé, çàâèñÿùèõ îò òî÷êè ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè. Ïîýòîìó ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ñòîðîíà ýëåêòðîäèíàìèêè ñâÿçàíà ñ èñ÷èñëåíèåì âåêòîðíûõ ïîëåé. Íàïîì�
íèì çäåñü îñíîâíûå ðåçóëüòàòû âåêòîðíîé àëãåáðû, èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñ�
ëåíèÿ âåêòîðîâ è âåêòîðíîãî àíàëèçà.

1.1. Âåêòîðíàÿ àëãåáðà

Âåêòîðíûå âåëè÷èíû õàðàêòåðèçóþòñÿ àáñîëþòíûì çíà÷åíèåì è íàïðàâ�
ëåíèåì. Â ëþáîé ñèñòåìå êîîðäèíàò âåêòîð îïðåäåëÿåòñÿ òðîéêîé ÷èñåë (êî�
òîðûå, êîíå÷íî, çàâèñÿò îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò). Ïóñòü, íàïðèìåð,
ðàäèóñ-âåêòîð r, çàäàþùèé ïîëîæåíèå òî÷êè, èìååò â íåêîòîðîé äåêàðòîâîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò (ä.ñ.ê.) êîìïîíåíòû x, y, z : r = xi+ yj+ zk [èñïîëüçóåò�
ñÿ òàêæå îáîçíà÷åíèå r = (x, y, z)]. Â äðóãîé ä.ñ.ê., èìåþùåé îáùåå íà÷àëî
ñ èñõîäíîé, íî ïîâåðíóòîé îòíîñèòåëüíî íåå, âåêòîð r áóäåò èìåòü äðóãèå
êîìïîíåíòû x′, y′, z′ : r = x′i′ + y′j′ + z′k′. Øòðèõîâàííûå êîìïîíåíòû âû�
ðàæàþòñÿ ÷åðåç íåøòðèõîâàííûå ïî ïðàâèëó

x′i =
3∑

j=1

αijxj,

ãäå êîýôôèöèåíòû ïðåîáðàçîâàíèÿ αij ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîñèíóñû óãëîâ
ìåæäó j-é îñüþ èñõîäíîé è i-é îñüþ ïîâåðíóòîé ñèñòåìû. Ýòî òðàíñôîð�
ìàöèîííîå ñâîéñòâî ìîæåò áûòü ïîëîæåíî â îñíîâó îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèÿ
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âåêòîðíîé âåëè÷èíû: âåêòîðîì a íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü òðåõ âåëè÷èí ai
(i = 1, 2, 3), êîòîðûå ïðè ïîâîðîòàõ êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû ïðåîáðàçóþòñÿ
òàê æå, êàê êîîðäèíàòû x1, x2, x3:

a′i =
3∑

j=1

αijaj. (1.1)

Äâóì âåêòîðàì a = (ax, ay, az) è b = (bx, by, bz) ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîò�
âåòñòâèå ñêàëÿðíóþ âåëè÷èíó (êîòîðàÿ íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê äðóãîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò), îáðàçîâàâ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

ab = ab cosα,

α � óãîë ìåæäó a è b. Â ä.ñ.ê. ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç
ïðîåêöèè âåêòîðîâ ïî ôîðìóëå

ab = axbx + ayby + azbz.

Åñëè a ⊥ b, òî ab = 0.
Äâóì âåêòîðàì a è b ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå âåêòîð c, óäîâëå�

òâîðÿþùèé óñëîâèÿì: 1) |c| = |a||b| sin θ; 2) âåêòîð c îðòîãîíàëåí âåêòîðàì
a,b; 3) âåêòîðû a,b, c îáðàçóþò ïðàâóþ òðîéêó. Òàê ïîñòðîåííûé âåêòîð c
íàçûâàåòñÿ âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ a è b è îáîçíà÷àåòñÿ [ab].
Â ä.ñ.ê. [ab] âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó

[ab] = (aybz − azby)i+ (azbx − axbz)j+ (axby − aybx)k,

èëè, â êðàòêîé ñèìâîëè÷åñêîé çàïèñè,

[ab] =

∣∣∣∣∣∣
i j k
ax ay az
bx by bz

∣∣∣∣∣∣ .
Ïðè ïåðåñòàíîâêå ñîìíîæèòåëåé âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ìåíÿåò çíàê. Èòàê,
[ab] ⊥ a,b; [ba] = −[ab] . Åñëè âåêòîðû a è b ïàðàëëåëüíû èëè àíòèïà�
ðàëëåëüíû, òî [ab] = 0.

Èç òðåõ âåêòîðîâ ìîæíî ñîñòàâèòü ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå (a[bc])
èëè äâîéíîå âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå [a[bc]]. Ìíîæèòåëè ñìåøàííîãî ïðî�
èçâåäåíèÿ ìîæíî ïåðåñòàâëÿòü öèêëè÷åñêè (èëè íåöèêëè÷åñêè c ïåðåìåíîé
çíàêà), ïîëó÷àÿ òîæäåñòâåííûå âûðàæåíèÿ:

(a[bc]) = (b[ca]) = −(a[cb]).

Äâîéíîå âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå ìîæíî ðàçëîæèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

[a[bc]] = b(ac)− c(ab).
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Âåêòîðû, ïðåîáðàçóþùèåñÿ ïî ïðàâèëó (1.1) ïðè ïîâîðîòàõ, ìîãóò äâî�
ÿêî âåñòè ñåáÿ ïðè èíâåðñèè ñèñòåìû êîîðäèíàò, ò.å. ïðè ïðåîáðàçîâàíèè
âèäà

x′i = −xi, (1.2)

ãäå ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ αij = −δij. Òå âåêòîðû, êîìïîíåíòû êîòîðûõ,
êàê è xi, ìåíÿþò çíàê ïðè èíâåðñèè, íàçûâàþòñÿ èñòèííûìè èëè ïîëÿðíû�
ìè. Âåêòîðû, êîìïîíåíòû êîòîðûõ ïðè èíâåðñèè êîîðäèíàò íå èçìåíÿþò
çíàêà, íàçûâàþòñÿ ïñåâäîâåêòîðàìè èëè àêñèàëüíûìè âåêòîðàìè (óãëîâàÿ
ñêîðîñòü âðàùåíèÿ, âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå [ab] äâóõ ïîëÿðíûõ âåêòîðîâ
è äð.).

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1.1. Âû÷èñëèòü: à) âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå [ab]; á) ñìåøàííîå ïðîèç�
âåäåíèå (a[ba]); â) óãîë ìåæäó a è b, åñëè a = i− k, b = i+ k.

1.2.Íàéòè åäèíè÷íûé âåêòîð, íàïðàâëåííûé âäîëü âåêòîðà a1 + a2, ãäå
a1 = 2i+ 3j− 4k, a2 = i+ 3j+ 2k.

1.3.Íàéòè ïðîåêöèþ âåêòîðà a = i− 2j+ k íà âåêòîð b = 4i− 4j+ 7k.
1.4.Äîêàçàòü ðàâåíñòâî (ab)2 + [ab]2 = a2b2.
1.5.Êàêîìó óñëîâèþ äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü âåêòîðû a è b, ÷òîáû âåê�

òîðû a− b è a+ b áûëè à) îðòîãîíàëüíû; á) êîëëèíåàðíû?
1.6.Äàíû âåêòîðû a = 3i + 4j + 6k, b = −6i − 4j + 2k, c = i − 2j − k.

Îïðåäåëèòü, êàêèå èç íèõ âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû, à êàêèå ïàðàëëåëüíû
èëè àíòèïàðàëëåëüíû.

1.7.Íàéòè åäèíè÷íûé âåêòîð, ïåðïåíäèêóëÿðíûé âåêòîðàì A = 2i + j
è B = i− j+ k.

1.8.Èçâåñòíû âåêòîðûA è B. Ïðåäñòàâèòü âåêòîðA â âèäå ñóììû äâóõ
âåêòîðîâ: A∥ � ïàðàëëåëüíîãî è A⊥ � ïåðïåíäèêóëÿðíîãî ê B.

1.2. Âåêòîðíûé àíàëèç

Îñíîâíûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàöèè. Åñëè ëþáîé òî÷êå ïðî�
ñòðàíñòâà (èëè ÷àñòè ïðîñòðàíñòâà) ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðàÿ âå�
ëè÷èíà, òî ãîâîðÿò, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå çàäàíî ïîëå ýòîé âåëè÷èíû. Åñëè
ëþáîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî, òî ïîëå íàçûâà�
åòñÿ ñêàëÿðíûì; åñëè ëþáîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå
âåêòîð, òî ïîëå íàçûâàåòñÿ âåêòîðíûì.

Ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ïîëå åñòü ôóíêöèÿ òî÷êè. Ïóñòü çàäàíî
ñêàëÿðíîå ïîëå: f = f(r). Åñëè â ïðîñòðàíñòâå âûáðàíà íåêîòîðàÿ äåêàð�
òîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò, òî ìîæåì íàïèñàòü: f = f(x, y, z). Âîçüìåì â ïðî�
ñòðàíñòâå íåêîòîðóþ òî÷êó M . Èç íåå ìîæíî âûõîäèòü ïî âñåâîçìîæíûì

6



íàïðàâëåíèÿì. Âûáåðåì íåêîòîðîå íàïðàâëåíèå l (ðèñ. 1). Ïðîèçâîäíîé f
ïî íàïðàâëåíèþ l íàçûâàåòñÿ ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ïîëÿ â äàííîì íàïðàâëå�
íèè:

df

dl
= lim

N→M

f(N)− f(M)

MN
.

M
N

t

l

Ðèñ. 1

Íà çàäàííîì íàïðàâëåíèè l êîîðäèíàòû x, y, z ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ðàñ�
ñòîÿíèÿ l, f = f(x(l), y(l), z(l)), ïîýòîìó f ìîæíî ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü
êàê ñëîæíóþ ôóíêöèþ:

df

dl
=

∂f

∂x

dx

dl
+

∂f

∂y

dy

dl
+

∂f

∂z

dz

dl
.

Ïðåäñòàâèì ïîñëåäíåå âûðàæåíèå êàê ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòî�
ðîâ:

df

dl
=

(
∂f

∂x
i+

∂f

∂y
j+

∂f

∂z
k

)(
dx

dl
i+

dy

dl
j+

dz

dl
k

)
.

Ïåðâûé âåêòîð çäåñü íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíòîì ïîëÿ f :

grad f =
∂f

∂x
i+

∂f

∂y
j+

∂f

∂z
k. (1.3)

Âòîðîé âåêòîð

dx

dl
i+

dy

dl
j+

dz

dl
k =

d(xi+ yj+ zk)

dl
=

dr

dl
= τ

åñòü åäèíè÷íûé âåêòîð íàïðàâëåíèÿ l. Òàêèì îáðàçîì,

df

dl
= (grad f · τ ). (1.4)

Èç ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð grad f â òî÷êå M óêàçû�
âàåò â ñòîðîíó íàèáûñòðåéøåãî âîçðàñòàíèÿ ïîëÿ f , ïðè÷åì ýòà íàèáûñò�
ðåéøàÿ ñêîðîñòü ðàâíà |grad f |. Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, êîòîðîå ñîñòàâëÿåò
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ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ãðàäèåíòà, ÿñíî, ÷òî ãðàäèåíò èíâàðèàíòíî ñâÿçàí ñ
ðàññìàòðèâàåìûì ïîëåì, ò.å. îñòàåòñÿ íåèçìåííûì ïðè çàìåíå äåêàðòîâûõ
îñåé (ýòîãî íå âèäíî èç îïðåäåëåíèÿ (1.3), äàííîãî â íåèíâàðèàíòíîé ôîðìå,
¾ïðèâÿçàííîé¿ ê êàêîé-òî ñèñòåìå êîîðäèíàò). Èòàê, ãðàäèåíò ñêàëÿðíîãî
ïîëÿ îáðàçóåò âåêòîðíîå ïîëå.

Åñëè ââåñòè âåêòîðíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ∇ (¾íàáëà¿)

∇ = i
∂

∂x
+ j

∂

∂y
+ k

∂

∂z
, èëè ∇ =

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
, (1.5)

òî ìîæíî çàïèñàòü (1.3) â âèäå

grad f = ∇f,

à (1.4) â âèäå
df

dl
= (τ · ∇f) = (τ · ∇)f.

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîé ôóíêöèè f (ò.å.
ôóíêöèè, êîòîðàÿ çàâèñèò òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ r = |r| äî íà÷àëà êîîðäè�
íàò).

Ïðèìåð 1.1. Ïîêàçàòü, ÷òî

grad f(r) =
df

dr

r

r
. (1.6)

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ âûðàæåíèåì äëÿ ãðàäèåíòà â ä.ñ.ê. (1.3). Âû�
ðàçèì r = |r| ÷åðåç x, y, z (r =

√
x2 + y2 + z2) è âû÷èñëèì

∂f

∂x
=

df

dr

∂r

∂x
=

df

dr

x

r
.

Àíàëîãè÷íî
∂f

∂y
=

df

dr

y

r
,
∂f

∂z
=

df

dr

z

r
, îòêóäà

grad f(r) =
df

dr

r

r
. J (1.7)

Ðàññìîòðèì òåïåðü âåêòîðíîå ïîëå a(r) è ââåäåì îïåðàöèþ äèâåðãåí�
öèè. Ñîñòàâèì îòíîøåíèå ïîòîêà ïîëÿ a ÷åðåç çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü S ê
îáúåìó îáëàñòè, îãðàíè÷åííîìó ýòîé ïîâåðõíîñòüþ:∮

a dS

V
.
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Ïðåäåë ýòîãî îòíîøåíèÿ ïðè ñòÿãèâàíèè îáëàñòè ê òî÷êå M íàçûâàåòñÿ
äèâåðãåíöèåé ïîëÿ a â òî÷êå M :

div a = lim
(V )→M

∮
a dS

V
. (1.8)

Îòìåòèì, ÷òî äèâåðãåíöèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ îáðàçóåò ñêàëÿðíîå ïîëå.

Ïðèìåð 1.2. Ïîëó÷èòü, èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ (1.8), âûðàæåíèå äëÿ
äèâåðãåíöèè â ä.ñ.ê.

Ðåøåíèå. Âûáåðåì â êà÷åñòâå îáëàñòè â ôîðìóëå (1.8) áåñêîíå÷íî ìà�
ëûé ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä ñ ðåáðàìè, ïàðàëëåëüíûìè îñÿì êîîð�
äèíàò. Òîãäà ïîòîê âåêòîðà a ÷åðåç ïîâåðõíîñòü ïàðàëëåëåïèïåäà ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå øåñòè ñëàãàåìûõ, îòâå÷àþùèõ øåñòè ãðàíÿì ïàðàëëå�
ëåïèïåäà: ∮

S

adS = [ax(x+ dx, y, z)− ax(x, y, z)]dydz+

+ [ay(x, y + dy, z)− ay(x, y, z)]dxdz+

+ [az(x, y, z + dz)− az(x, y, z)]dxdy ≈

≈
(
∂ax
∂x

+
∂ay
∂y

+
∂az
∂z

)
dV.

(1.9)

Ïðè âû÷èñëåíèè ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ ïî ãðàíÿì èñïîëüçîâàíà òåî�
ðåìà î ñðåäíåì, âåëè÷èíû x, y, z � çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò â íåêîòîðîé òî÷êå
ñîîòâåòñòâóþùåé ãðàíè. Ó÷òåíî òàêæå, ÷òî íîðìàëü èìååò ïðîòèâîïîëîæ�
íûå íàïðàâëåíèÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûõ ãðàíÿõ, à ïðè ñòÿãèâàíèè îáúåìà â
òî÷êó M âñå êîîðäèíàòû ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòîé òî÷�
êå. Â ðåçóëüòàòå (1.8) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ äëÿ äèâåðãåíöèè
â ä.ñ.ê.:

div a =
∂ax
∂x

+
∂ay
∂y

+
∂az
∂z

. J (1.10)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (1.5), (1.10), çàïèøåì äèâåðãåíöèþ âåêòîðíîãî
ïîëÿ a â âèäå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ îïåðàòîðà ∇ íà âåêòîð a:

div a = (∇a). (1.11)

Ïðèìåð 1.3. Îñíîâûâàÿñü íà îïðåäåëåíèè äèâåðãåíöèè (1.8), âûâåñòè
ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå èíòåãðàë îò div a ïî íåêîòîðîìó îáúåìó ñ ïîòî�
êîì âåêòîðà a ÷åðåç ïîâåðõíîñòü, îãðàíè÷èâàþùóþ ýòîò îáúåì.

Ðåøåíèå. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé îáúåì V , îãðàíè÷åííûé ïîâåðõíî�
ñòüþ S. Ðàçîáúåì åãî íà ìàëûå ÿ÷åéêè ∆Vi, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îãðàíè÷åíà
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ïîâåðõíîñòüþ Si. Ó ÿ÷ååê, ïðèìûêàþùèõ ê âíåøíåé ïîâåðõíîñòè S, ÷àñòü
îãðàíè÷èâàþùèõ èõ ïîâåðõíîñòåé ñîâïàäàåò ñ S. Âñå îñòàëüíûå ó÷àñòêè ïî�
âåðõíîñòåé Si áóäóò îáùèìè äëÿ äâóõ ñîñåäíèõ ÿ÷ååê. Ïîëüçóÿñü ìàëîñòüþ
êàæäîé èç ÿ÷ååê, çàïèøåì (1.8) â ïðèáëèæåííîé ôîðìå:

(div a)i∆Vi ≈
∮
Si

adSi .

Ïðîñóììèðóåì òåïåðü ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ïðèáëèæåííîãî ðà�
âåíñòâà ïî i è ïåðåéäåì ê ïðåäåëó, óñòðåìëÿÿ îáúåì êàæäîé ÿ÷åéêè ê íóëþ.
Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà ïåðåéäåò ïðè ýòîì â èíòåãðàë ïî ïîëíîìó îáúåìó îò
äèâåðãåíöèè. Â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà èíòåãðàëû ïî âíóòðåííèì ó÷àñòêàì
ïîâåðõíîñòåé Si âçàèìíî óíè÷òîæàòñÿ, òàê êàê âíåøíèå íîðìàëè äëÿ äâóõ
ñîñåäíèõ ÿ÷ååê èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå íàïðàâëåíèÿ. Îñòàíåòñÿ ëèøü èí�
òåãðàë ïî âíåøíåé ïîâåðõíîñòè S. Â èòîãå ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå∫

V

div a dV =

∮
S

adS, (1.12)

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé Îñòðîãðàäñêîãî � Ãàóññà. J

Íàêîíåö, ââåäåì ïîíÿòèå ðîòîðà âåêòîðíîãî ïîëÿ. Ðàññìîòðèì ïëîñêóþ
ïëîùàäêó, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ íåêîòîðîìó íàïðàâëåíèþ n. Íàéäåì öèðêó�
ëÿöèþ âåêòîðà a ïî êîíòóðó, îãðàíè÷èâàþùåìó ýòó ïëîùàäêó, è åå îòíîøå�
íèå ê âåëè÷èíå ïëîùàäêè: ∮

a dl

S
.

Ïðåäåë ýòîãî îòíîøåíèÿ ïðè ñòÿãèâàíèè ïëîùàäêè (îíà îñòàåòñÿ ïëîñêîé)
ê òî÷êåM íàçûâàåòñÿ ïðîåêöèåé ðîòîðà âåêòîðíîãî ïîëÿ a íà íàïðàâëåíèå
n, îáðàçóþùåãî ñ íàïðàâëåíèåì îáõîäà êîíòóðà ïðàâîâèíòîâóþ ñèñòåìó:

(rot a)n = lim
(S)→M

∮
a dl

S
. (1.13)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî îïåðàöèÿ rot ïðèìåíÿåòñÿ ê âåêòîðíîìó ïîëþ è ñàì
ðîòîð åñòü âåêòîðíîå ïîëå.

Åñëè ðàññìîòðåòü öèðêóëÿöèþ ïî áåñêîíå÷íî ìàëûì ïðÿìîóãîëüíèêàì,
ñòîðîíû êîòîðûõ ïàðàëëåëüíû îñÿì êîîðäèíàò, òî ìîæíî íàéòè âûðàæåíèå
äëÿ rot a â ä.ñ.ê.:

rot a =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
ax ay az

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
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×åðåç îïåðàòîð ∇ ðîòîð âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

rot a = [∇a],

ò.å. ðîòîð âåêòîðíîãî ïîëÿ a åñòü âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà ∇ íà
âåêòîð a.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî öèðêóëÿöèÿ ïî ïðîèçâîëüíîìó êîíòóðó Γ åñòü
ñóììà öèðêóëÿöèé âäîëü äâóõ ìåíüøèõ êîíòóðîâ, íà êîòîðûå ðàçáèâàåò�

ñÿ Γ:
∮
Γ

=

∮
Γ1

+

∮
Γ2

. Òîãäà, ðàçáèâ ïðîèçâîëüíûé êîíòóð íà áåñêîíå÷íî ìà�

ëûå ó÷àñòêè (ðèñ. 2), èñïîëüçóÿ äëÿ êàæäîãî ó÷àñòêà (1.13) è ñóììèðóÿ
óðàâíåíèÿ ∮

Γi

a dl = (rot a)i∆Si

ïî âñåì ó÷àñòêàì, ïîëó÷èì∮
Γ

a dl =

∫
S

rot a dS. (1.14)

Â ýòîì ñîñòîèò òåîðåìà Ñòîêñà: öèðêóëÿöèÿ ïîëÿ ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó
ðàâíà ïîòîêó ðîòîðà ýòîãî ïîëÿ ÷åðåç ïîâåðõíîñòü, îãðàíè÷åííóþ óêàçàí�
íûì êîíòóðîì.

Контур G

Ðèñ. 2

Ñèìâîëè÷åñêîå èñ÷èñëåíèå. Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàöèè îò ïðîèç�
âåäåíèé ñêàëÿðíûõ è âåêòîðíûõ ïîëåé óäîáíî âû÷èñëÿòü, èñïîëüçóÿ îïåðà�
òîð ∇. Îïåðàòîð ∇ èñïîëüçóåòñÿ ïîòîìó, ÷òî ñ åãî ïîìîùüþ óäîáíî ïîëó�
÷àòü è çàïèñûâàòü ðàçëè÷íûå ôîðìóëû âåêòîðíîãî àíàëèçà.∇� äèôôåðåí�
öèàëüíûé âåêòîðíûé îïåðàòîð, îí èìååò ñâîéñòâà ïðîèçâîäíîé è âåêòîðà, è
ïðè îïåðàöèÿõ ñ íèì ñëåäóåò ïîëüçîâàòüñÿ ïðàâèëàìè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
è ôîðìóëàìè âåêòîðíîé àëãåáðû.

11



Ïðèìåð 1.4. Âû÷èñëèòü ãðàäèåíò ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ñêàëÿðíûõ ôóíê�
öèé.

Ðåøåíèå. Èç ñâîéñòâ ∇ è ïðàâèë âåêòîðíîé àëãåáðû ñëåäóåò, ÷òî

grad(fg) = ∇(fg) = ∇(
↓
fg) +∇(f

↓
g) = g∇f + f∇g. J (1.15)

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïðèìåíèòü äèôôåðåíöèàëüíóþ îïåðàöèþ ê ïðî�
èçâåäåíèþ, íàäî ïåðåïèñàòü åå ÷åðåç îïåðàòîð ∇, çàïèñàòü äâà ñëàãàåìûõ
(â êîòîðûõ ∇ äåéñòâóåò ñíà÷àëà íà ïåðâûé ìíîæèòåëü, çàòåì � íà âòî�
ðîé) è, ïîëüçóÿñü ïðàâèëàìè âåêòîðíîé àëãåáðû, ðàññòàâèòü ñîìíîæèòåëè
òàê, ÷òîáû ¾âûñâîáîäèòü¿ èç-ïîä îïåðàòîðà ∇ òå ìíîæèòåëè, íà êîòîðûå
∇ íå äåéñòâóåò (íàïðèìåð, ðàññòàâèòü ñîìíîæèòåëè òàê, ÷òîáû ∇ îêàçàëñÿ
ñïðàâà îò òåõ ìíîæèòåëåé, íà êîòîðûå îí íå äåéñòâóåò).

Ðàññìîòðèì åùå äâà ïðèìåðà âû÷èñëåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàöèé
îò ïðîèçâåäåíèé.

Ïðèìåð 1.5. Äîêàçàòü, ÷òî

div [ab] = b rot a− a rotb. (1.16)

Ðåøåíèå. Âû÷èñëÿåì, èñïîëüçóÿ ñèìâîëè÷åñêîå èñ÷èñëåíèå:

div [ab] = (∇[ab]) = (∇[
↓
ab]) + (∇[a

↓
b]) = (b[∇a])− (a[∇b]) =

= b rot a− a rotb. J

Ïðèìåð 1.6. Äîêàçàòü, ÷òî

grad (ab) = [b rot a] + (b∇)a+ [a rotb] + (a∇)b. (1.17)

Ðåøåíèå. Ïîäåéñòâóåì îïåðàòîðîì ∇ íà ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå:

∇(ab) = ∇(
↓
ab) +∇(a

↓
b) = ∇(b

↓
a) +∇(a

↓
b).

Ïðåîáðàçîâàâ ÷ëåíû â ïðàâîé ÷àñòè

∇(b
↓
a) = ∇(b

↓
a)−

↓
a(b∇) +

↓
a(b∇) = [b[∇a]] + (b∇)a

è àíàëîãè÷íî âòîðîå ñëàãàåìîå, äîêàçûâàåì ñïðàâåäëèâîñòü òîæäåñòâà. J

Îñòàëüíûå ñëó÷àè äåéñòâèÿ îïåðàòîðà ∇ íà ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ôóíê�
öèé ïðåäëàãàåòñÿ ðàçîáðàòü ñàìîñòîÿòåëüíî (ñì. çàäà÷è 1.12�1.14 â êîíöå
íàñòîÿùåãî ðàçäåëà).
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Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàöèè âòîðîãî ïîðÿäêà. Â ïðèëîæåíèÿõ
âåêòîðíîãî àíàëèçà ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî íå òîëüêî ñ âûïîëíåíèåì îïå�
ðàöèé grad, div, rot, íî è ñ èõ ðàçëè÷íûìè êîìáèíàöèÿìè. Îñîáåííî ÷àñòî
âñòðå÷àþòñÿ òàê íàçûâàåìûå îïåðàöèè âòîðîãî ïîðÿäêà, ò.å. ïîïàðíûå êîì�
áèíàöèè òðåõ îñíîâíûõ îïåðàöèé. Êîìáèíèðóÿ ñèìâîëû grad, div, rot ïî�
ïàðíî, ìîæíî ñîñòàâèòü äåâÿòü ïàð, îäíàêî ñìûñë èìåþò ëèøü ñëåäóþùèå
ïÿòü:

1) rot grad f = [∇,∇f ] = [∇,∇]f = 0,
2) div grad f = (∇,∇f) = (∇,∇)f = ∇2f = ∆f,
3) div rot a = (∇[∇a]) = 0,
4) rot rot a = [∇[∇a]] = ∇(∇a)− (∇,∇)a = grad div a−∆a
(¾ðîòîð ðîòîðà åñòü ãðàäèåíò äèâåðãåíöèè ìèíóñ ëàïëàñèàí¿),
5) grad div a � ñì. ï. 4.

(1.18)

Ñêàëÿðíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð ∆ = ∇2 [ñì. ï. 2 â ( 1.18)]
íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì Ëàïëàñà è â ä.ñ.ê. çàïèñûâàåòñÿ êàê

∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
. (1.19)

Èíòåãðàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ. Òåîðåìû Îñòðîãðàäñêîãî (1.12) è Ñòîê�
ñà (1.14) ïîçâîëÿþò ïîëó÷àòü äðóãèå èíòåãðàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ. Ðàññìîò�
ðèì äâà ïðèìåðà.

Ïðèìåð 1.7. Äîêàçàòü, ÷òî∫
V

grad f dV =

∮
S

f dS. (1.20)

Ðåøåíèå. Ïîëîæèì â ôîðìóëå Îñòðîãðàäñêîãî (1.12) a = cf , ãäå c �
ïðîèçâîëüíûé ïîñòîÿííûé âåêòîð. Âû÷èñëÿÿ äèâåðãåíöèþ, íàõîäèì

div a = div (cf) = c grad f.

Ïîäñòàâëÿÿ â (1.12), ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó(
c,

∫
V

grad f dV

)
=

(
c,

∮
S

f dS

)
.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âåêòîðà c ïîëó÷àåì (1.20). J

Ïðèìåð 1.8. Äîêàçàòü, ÷òî

−
∫
S

[grad fdS] =

∮
L

f dl. (1.21)
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Ðåøåíèå. Ïîëîæèì a = cf â ôîðìóëå Ñòîêñà (1.14). Âû÷èñëÿÿ ðîòîð,
íàõîäèì

rot a = rot(cf) = −[c grad f ],

òàê ÷òî

−
(
c,

∫
S

[grad fdS]

)
=

(
c,

∮
L

f dl

)
.

Îòñþäà ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå (1.20). J

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1.9. Âû÷èñëèòü: à) grad r; á) grad r2; â) grad
1

r
, ãäå r = |r| ,

r = xi+ yj+ zk .
1.10.Íàéòè grad(cr), ãäå c � ïîñòîÿííûé âåêòîð, r � ðàäèóñ-âåêòîð

èç íà÷àëà êîîðäèíàò.
1.11. Âû÷èñëèòü: à) div r; á) rot r.
1.12. Âû÷èñëèòü div (fa) .
1.13. Âû÷èñëèòü rot(fa).
1.14.Äîêàçàòü, ÷òî rot[ab] = (b∇)a− (a∇)b+ a divb− b div a.

1.15. Âû÷èñëèòü: à) div
r

r
; á) div [cr], ãäå c � ïîñòîÿííûé âåêòîð.

1.16. Âû÷èñëèòü: à) rot (f(r)r); á) rot[cr], ãäå c � ïîñòîÿííûé âåêòîð.
1.17.Äîêàçàòü ðàâåíñòâî [[M∇]r] = −2M.

1.18. Âû÷èñëèòü grad
(dr)

r3
, ãäå d � ïîñòîÿííûé âåêòîð.

1.19. Âû÷èñëèòü rot
[Mr]

r3
, ãäå M � ïîñòîÿííûé âåêòîð.

1.20. Âû÷èñëèòü: à) (a∇)r; á) (a∇)f(r); â) (a∇)(cr).
1.21. Âû÷èñëèòü div (b(ra)), ãäå a,b � ïîñòîÿííûå âåêòîðû.
1.22.Äîêàçàòü, ÷òî öèðêóëÿöèÿ âåêòîðà a = f(r)r âäîëü ïðîèçâîëüíîãî

çàìêíóòîãî êîíòóðà ðàâíà íóëþ.
1.23.Äîêàçàòü èíòåãðàëüíîå ðàâåíñòâî∫

rot a dV =

∮
[dSa].

1.3. Êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ýëåêòðîäèíàìèêè ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü,
íàðÿäó ñ äåêàðòîâîé, äðóãèå ñèñòåìû êîîðäèíàò. Åñëè òðîéêà ÷èñåë ui, i =
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= 1, 2, 3 îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå ïðîèçâîëüíîé òî÷êè â ïðîñòðàí�
ñòâå, òî âåëè÷èíû ui ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êîîðäèíàòû òî÷åê ïðîñòðàí�
ñòâà. Î÷åâèäíî, êîîðäèíàòû ui ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç äåêàðòîâû êî�
îðäèíàòû x, y, z: ui = ui(x, y, z).

Óðàâíåíèå ui(x, y, z) = Ci çàäàåò â ïðîñòðàíñòâå êîîðäèíàòíóþ ïîâåðõ�
íîñòü. (Êàêèå ïîâåðõíîñòè ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòíûìè â ä.ñ.ê.?) Ïðèäàâàÿ
Ci ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ, ïîëó÷èì ñåìåéñòâî êîîðäèíàòíûõ ïîâåðõíîñòåé.
Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ òðè ñåìåéñòâà êîîðäèíàòíûõ ïîâåðõíîñòåé (äëÿ
i = 1, 2, 3), ïðè÷åì ÷åðåç ëþáóþ òî÷êó ïðîñòðàíñòâà ïðîõîäèò ïî îäíîé ïî�
âåðõíîñòè êàæäîãî èç òðåõ ñåìåéñòâ. Ëèíèè, ïî êîòîðûì ïåðåñåêàþòñÿ êî�
îðäèíàòíûå ïîâåðõíîñòè èç ðàçíûõ ñåìåéñòâ, íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòíûìè
ëèíèÿìè. Â ä.ñ.ê. � ýòî ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå êîîðäèíàòíûì îñÿì. Â ïðî�
èçâîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ui êîîðäèíàòíûå ëèíèè, âîîáùå ãîâîðÿ, êðè�
âûå, ïîýòîìó êîîðäèíàòû íàçûâàþò êðèâîëèíåéíûìè. Ñèñòåìà êîîðäèíàò
íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé, åñëè â ëþáîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà êîîðäèíàòíûå
ëèíèè îðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó. Îðòîãîíàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ, â ÷àñòíîñòè,
ñôåðè÷åñêàÿ è öèëèíäðè÷åñêàÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Åñëè â íåêîòîðîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ïðîâåñòè êàñàòåëüíûå ê êîîðäè�
íàòíûì ëèíèÿì è íàïðàâèòü ïî íèì åäèíè÷íûå âåêòîðû e1, e2, e3 â ñòîðîíó
âîçðàñòàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé êîîðäèíàòû, òî ïîëó÷èì îðòîãîíàëüíûé íîð�
ìèðîâàííûé áàçèñ. Çàìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò ä.ñ.ê., îïðåäåëÿåìîé òðåìÿ
ïîñòîÿííûìè åäèíè÷íûìè âåêòîðàìè i, j,k, ýòîò áàçèñ áóäåò ìåíÿòüñÿ îò
òî÷êè ê òî÷êå. Ýòî íå ìåøàåò, îäíàêî, ëþáîé âåêòîð, çàäàííûé â ïðîèç�
âîëüíîé òî÷êå M (ò.å. ëþáîå âåêòîðíîå ïîëå), çàïèñàòü â âèäå ëèíåéíîé
êîìáèíàöèè e1, e2, e3.

Ñôåðè÷åñêèå è öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû. Ðàññìîòðèì ñôåðè�
÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (ñ.ñ.ê.), â êîòîðîé ïîëîæåíèå òî÷êè M â ïðî�
ñòðàíñòâå îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè òðåìÿ âåëè÷èíàìè (ðèñ. 3):

1) ðàññòîÿíèåì r îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî òî÷êè M ;
2) óãëîì θ ìåæäó ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè z è îòðåçêîì OM ;
3) óãëîì φ ìåæäó ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè x è ïðîåêöèåé OM1

îòðåçêà OM íà ïëîñêîñòü xy.
Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî äåêàðòîâû êîîðäèíàòû òî÷êè M ñâÿçàíû ñ åå

ñôåðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

x = r sin θ cosφ, y = r sin θ sinφ, z = r cos θ. (1.22)

Êîãäà òî÷êà M ïðîáåãàåò âñå ïðîñòðàíñòâî, ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû èçìå�
íÿþòñÿ â ïðåäåëàõ

0 6 r < ∞, 0 6 θ 6 π, 0 6 φ < 2π. (1.23)

Ðàññìîòðèì ýëåìåíò îáúåìà ìåæäó òðåìÿ ïàðàìè áåñêîíå÷íî áëèçêèõ
êîîðäèíàòíûõ ïîâåðõíîñòåé: äâóìÿ ñôåðàìè ðàäèóñàìè r è r + dr, äâóìÿ
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Ðèñ. 3

ïîëóêîíóñàìè, îïðåäåëÿåìûìè óãëàìè θ è θ+dθ, è äâóìÿ ïîëóïëîñêîñòÿìè,
ñîñòàâëÿþùèìè óãëû φ è φ + dφ ñ ïëîñêîñòüþ xz (ðèñ. 4). Ýòîò ýëåìåíò
îáúåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé, ñ òî÷íîñòüþ äî ìàëûõ âûñøåãî ïîðÿäêà, ïðÿ�
ìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä ñ ðåáðàìè rdθ, dr è r sin θdθ. Ñëåäîâàòåëüíî,
îáúåì ýòîãî ïàðàëëåëåïèïåäà

dV = r2 sin θ dr dθ dφ. (1.24)

f

Q

d
r

rd
Q

rsin
dQ

f

y

x

z

Ðèñ. 4

Àíàëîãè÷íî ÷àñòü ïîâåðõíîñòè ñôåðû ðàäèóñîì r, îãðàíè÷åííóþ äâóìÿ
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áëèçêèìè ìåðèäèàíàìè è äâóìÿ áëèçêèìè ïàðàëëåëÿìè, ìîæíî ðàññìàòðè�
âàòü êàê áåñêîíå÷íî ìàëûé ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè rdθ è r sin θdφ,
ïëîùàäü êîòîðîãî

dS = r2 sin θ dθ dφ. (1.25)

Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî îòíîøåíèå ïëîùàäè dS ÷àñòè ñôåðû ê êâàäðàòó
ðàäèóñà ñôåðû îïðåäåëÿåò âåëè÷èíó òåëåñíîãî óãëà, âûñåêàþùåãî ïîâåðõ�
íîñòü dS íà ñôåðå

dΩ =
dS

r2
,

ïîýòîìó â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ

dΩ = sin θdθdφ. (1.26)

Èíòåãðèðóÿ dΩ ïî âñåì âîçìîæíûì çíà÷åíèÿì θ è φ, ïîëó÷èì ïîëíûé òå�
ëåñíûé óãîë

Ω =

π∫
0

sin θdθ

2π∫
0

dφ = 4π, (1.27)

ðàâíûé îòíîøåíèþ ïëîùàäè ñôåðû S = 4πr2 ê êâàäðàòó ðàäèóñà.
Â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (ö.ñ.ê.) ïîëîæåíèå òî÷êè M â

ïðîñòðàíñòâå çàäàåòñÿ åå äåêàðòîâîé êîîðäèíàòîé z è ïîëÿðíûìè êîîðäè�
íàòàìè 1 (ρ, φ) åå ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü xy. Èç ðèñ. 5 âèäíî, ÷òî äåêàðòîâû
êîîðäèíàòû òî÷êè M âûðàæàþòñÿ ÷åðåç öèëèíäðè÷åñêèå ïî ôîðìóëàì

x = ρ cosφ, y = ρ sinφ, z = z. (1.28)

Åñëè òî÷êà M ìîæåò çàíèìàòü ëþáîå ïîëîæåíèå â ïðîñòðàíñòâå, òî åå öè�
ëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû ìåíÿþòñÿ â ïðåäåëàõ

0 6 ρ < ∞, 0 6 φ < 2π, −∞ < z < ∞. (1.29)

Ðàññìîòðèì îáëàñòü, îãðàíè÷åííóþ äâóìÿ öèëèíäðè÷åñêèìè ïîâåðõíî�
ñòÿìè ðàäèóñîâ ρ è ρ+dρ, äâóìÿ ãîðèçîíòàëüíûìè ïëîñêîñòÿìè, ëåæàùèìè
íà óðîâíÿõ z è z + dz, è äâóìÿ ïëîñêîñòÿìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç îñü z è
ñîñòàâëÿþùèìè ñ îñüþ x óãëû φ è φ + dφ. Ýòó îáëàñòü ìîæíî ñ÷èòàòü
ïðÿìîóãîëüíûì ïàðàëëåëåïèïåäîì ñ ðåáðàìè dρ, dz è ρdφ (ðèñ. 6), îáúåì
êîòîðîãî

dV = ρdρdφdz. (1.30)

1 Â ðàçäåëàõ 2, 3 öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû ρ è φ â ðÿäå ñëó÷àåâ îáîçíà÷àþòñÿ êàê r è α.
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Ðèñ. 5

Åñëè âûäåëèòü íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà ðàäèóñîì ρ ìàëûé
ïðÿìîóãîëüíèê ìåæäó äâóìÿ ïàðàìè êîîðäèíàòíûõ ëèíèé, òî åãî ïëîùàäü
áóäåò

dS = ρdφdz. (1.31)

Ôîðìóëû äëÿ ýëåìåíòîâ îáúåìà (1.24), (1.30) è ïëîùàäè (1.25), (1.31) â
ñôåðè÷åñêèõ è öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ íåîáõîäèìû ïðè âû÷èñëåíèè
îáúåìíûõ è ïîâåðõíîñòíûõ èíòåãðàëîâ â ýòèõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò.

Ïðèìåð 1.9. Çàðÿä ðàñïðåäåëåí ïî îáúåìó øàðà ðàäèóñîì R ñ ïëîò�
íîñòüþ ρ = ρ0(r/R)2 sin θ cos2 φ, ãäå r, θ, φ � êîîðäèíàòû ñ.ñ.ê. ñ íà÷àëîì â
öåíòðå øàðà. Íàéòè ïîëíûé çàðÿä øàðà.

Ðåøåíèå. Âû÷èñëÿÿ â ñ.ñ.ê. îáúåìíûé èíòåãðàë
∫

ρ(r)dV , ÷åðåç êîòî�

ðûé âûðàæàåòñÿ ïîëíûé çàðÿä Q øàðà, ïîëó÷àåì

Q =
ρ0
R2

R∫
0

r4dr

π∫
0

sin2 θdθ

2π∫
0

cos2 φdφ =
π2

10
ρ0R

3. J

Ïðèìåð 1.10. Çàðÿä ðàñïðåäåëåí ïî áîêîâîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà
ðàäèóñîì R è âûñîòîé 2h ñ ïëîòíîñòüþ σ = σ0 cos

2 φ|z|/h, ãäå φ, z � êîîð�
äèíàòû ö.ñ.ê. ñ íà÷àëîì â öåíòðå öèëèíäðà. Íàéòè ïîëíûé çàðÿä öèëèíäðà.

18



f

r
fd

dr

d
z

z

x

y

Ðèñ. 6

Ðåøåíèå. Èíòåãðèðóÿ ïî áîêîâîé ïîâåðõíîñòè â ö.ñ.ê., íàõîäèì

Q =

∫
σdS =

σ0R

h

2π∫
0

cos2 φdφ

h∫
−h

|z|dz = πσ0Rh. J

Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàöèè â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ.

Òàêèå âåëè÷èíû, êàê ãðàäèåíò, äèâåðãåíöèÿ, ðîòîð, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïî�
ëåçíî çàïèñûâàòü â òåõ èëè èíûõ êðèâîëèíåéíûõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Íàé�
äåì âûðàæåíèÿ äëÿ íèõ â ñ.ñ.ê. è ö.ñ.ê. èç ïðîñòûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðà�
æåíèé.

Â ñ.ñ.ê. ãðàäèåíò ôóíêöèè f ìîæåò áûòü ðàçëîæåí ïî áàçèñíûì âåêòî�
ðàì er, eθ, eφ (ðèñ. 7). Ïðîåêöèÿ grad f íà íåêîòîðîå íàïðàâëåíèå ñîâïàäàåò
ñ ïðîèçâîäíîé f ïî ýòîìó íàïðàâëåíèþ [ñì. (1.4)], ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû
âû÷èñëèòü êîìïîíåíòû âåêòîðà grad f â áàçèñå er, eθ, eφ, íóæíî âû÷èñëèòü
ïðîèçâîäíûå f ïî íàïðàâëåíèÿì, îïðåäåëÿåìûì ýòèìè âåêòîðàìè:

(grad f · ei) =
∂f

∂li
.

Ïîñêîëüêó ïðè ìàëûõ ïåðåìåùåíèÿõ âäîëü áàçèñíûõ âåêòîðîâ ñ.ñ.ê.

dlr = dr, dlθ = rdθ, dlφ = r sin θdφ
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Ðèñ. 7

(ñì. ðèñ. 4), òî

grad f =
∂f

∂r
er +

1

r

∂f

∂θ
eθ +

1

r sin θ

∂f

∂φ
eφ. (1.32)

Â ö.ñ.ê. âåëè÷èíû áåñêîíå÷íî ìàëûõ ïåðåìåùåíèé âäîëü áàçèñíûõ âåê�
òîðîâ eρ, eφ, ez (ðèñ. 8) ñîñòàâëÿþò (ñì. ðèñ. 6)

dlρ = dρ, dlφ = ρdφ, dlz = dz,

òàêèì îáðàçîì, â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ãðàäèåíò çàïèñûâàåòñÿ êàê

grad f =
∂f

∂ρ
eρ +

1

ρ

∂f

∂φ
eφ +

∂f

∂z
ez. (1.33)

Ðàñ÷åò äèâåðãåíöèè è ðîòîðà â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ îñíîâàí íà
èõ èíâàðèàíòíûõ îïðåäåëåíèÿõ (1.8), (1.13). Ðàññìîòðèì ýëåìåíò îáúåìà â
ñ.ñ.ê. (ðèñ. 4) è ïîäñ÷èòàåì ïîòîê ÷åðåç åãî ïîâåðõíîñòü. Çàïèøåì âåêòîðíîå
ïîëå â âèäå

a = arer + aθeθ + aφeφ

è âû÷èñëèì ñíà÷àëà ïîòîê âåêòîðà a ÷åðåç ýëåìåíòû ñôåð ðàäèóñàìè r+dr
è r:

ar(r + dr, θ, φ)(r + dr)2 sin θdθdφ− ar(r, θ, φ)r
2 sin θdθdφ ≈ ∂(r2ar)

∂r

1

r2
dV.

Çäåñü θ, φ � çíà÷åíèÿ θ è φ â íåêîòîðîé òî÷êå ñîîòâåòñòâóþùåé ãðàíè,
dV = r2dr sin θdθdφ, çíàê ¾ìèíóñ¿ âîçíèêàåò ïîòîìó, ÷òî íîðìàëü èìååò
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Ðèñ. 8

ïðîòèâîïîëîæíûå íàïðàâëåíèÿ íà ïðîòèâîïîëîæíûõ ãðàíÿõ. Òî÷íî òàê æå
âû÷èñëÿåòñÿ ïîòîê åùå ÷åðåç äâå ïàðû ïàðàëëåëüíûõ ãðàíåé:

aθ(r, θ + dθ, φ)[dr·r sin (θ + dθ)dφ]− aθ(r, θ, φ)[dr · r sin θdφ] ≈

≈ ∂(sin θaθ)

∂θ

1

r sin θ
dV

è

aφ(r, θ, φ+ dφ)[dr · rdθ]− aφ(r, θ, φ)[dr · rdθ] ≈
∂aφ
∂φ

1

r sin θ
dV.

Ñêëàäûâàÿ âñå òðè âåëè÷èíû è äåëÿ íà dV , íàõîäèì âûðàæåíèå äëÿ äèâåð�
ãåíöèè â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ:

div a =
1

r2
∂(r2ar)

∂r
+

1

r sin θ

∂(sin θ aθ)

∂θ
+

1

r sin θ

∂aφ
∂φ

. (1.34)

Èç èíâàðèàíòíîãî îïðåäåëåíèÿ ðîòîðà (1.13) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ îïðåäåëå�
íèÿ êîìïîíåíò rot a â òî÷êå M â íåêîòîðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò òðåáóåòñÿ
âû÷èñëèòü öèðêóëÿöèþ a ïî òðåì êîíòóðàì, îãðàíè÷èâàþùèì áåñêîíå÷íî
ìàëûå ïëîñêèå ïëîùàäêè, âêëþ÷àþùèå òî÷êó M è ïåðïåíäèêóëÿðíûå áà�
çèñíûì âåêòîðàì, ïðîâåäåííûì èç ýòîé òî÷êè. Âû÷èñëèì öèðêóëÿöèþ a
ïî ïðÿìîóãîëüíîìó êîíòóðó, îãðàíè÷èâàþùåìó íèæíþþ ãðàíü ýëåìåíòà
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îáúåìà â ö.ñ.ê. (ðèñ. 6). Ïîñêîëüêó ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà íàïðàâëåíû
ïî êîîðäèíàòíûì ëèíèÿì, à ïî âåëè÷èíå ðàâíû (ρ + dρ)dφ, dρ, ρdφ, dρ, òî
öèðêóëÿöèÿ a âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ÷åòûðå ñëàãàåìûõ:

aφ(ρ+ dρ, φ, z)(ρ+ dρ)dφ− aρ(ρ, φ+ dφ, z)dρ− aφ(ρ, φ, z)ρdφ+

+ aρ(ρ, φ, z)dρ ≈
[
∂(ρaφ)

∂ρ
− ∂aρ

∂φ

]
dρdφ.

Äåëÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå íà ïëîùàäü ãðàíè dS = ρdρdφ, íàõîäèì êîì�
ïîíåíòó rot a â íàïðàâëåíèè áàçèñíîãî âåêòîðà ez:

(rot a)z =
1

ρ

∂(ρaφ)

∂ρ
− 1

ρ

∂aρ
∂φ

. (1.35)

Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿþòñÿ äâå äðóãèå êîìïîíåíòû:

(rot a)ρ =
1

ρ

∂az
∂φ

− ∂aφ
∂z

, (1.36)

(rot a)φ =
∂ar
∂z

− ∂az
∂r

. (1.37)

Òî÷íî òàê æå ìîæíî íàéòè äèâåðãåíöèþ â öèëèíäðè÷åñêèõ è ðîòîð â ñôå�
ðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ, ÷òî ïðåäëàãàåòñÿ ñäåëàòü ñàìîñòîÿòåëüíî.

Èñõîäÿ èç âûðàæåíèé äëÿ grad f è div a, ìîæíî íàéòè îïåðàòîð Ëàïëàñà
â êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ, âû÷èñëÿÿ ∆f = div grad f .

Â ñ.ñ.ê. îïåðàòîð ∆ èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∆ = ∆r +
1

r2
∆θφ, (1.38)

ãäå ∆r � ðàäèàëüíàÿ, à
1

r2
∆θφ � óãëîâàÿ ÷àñòü îïåðàòîðà Ëàïëàñà. Ïî�

ñêîëüêó ∆θφ ñîäåðæèò ïðîèçâîäíûå ïî óãëàì θ, φ, òî ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ
∆r ìîæíî íàéòè, âû÷èñëÿÿ ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà ôóíê�
öèþ, íå çàâèñÿùóþ îò óãëîâûõ ïåðåìåííûõ.

Ïðèìåð 1.11. Âû÷èñëèòü ∆f(r), ãäå r = |r| =
√

x2 + y2 + z2 .
Ðåøåíèå. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

∆f(r) = div grad f(r) = div
∂f

∂r

r

r
= r grad(r−1∂f/∂r) + r−1∂f

∂r
div r,

íàõîäèì

∆f(r) = ∆rf(r) =
∂2f

∂r2
+

2

r

∂f

∂r
=

1

r2
∂

∂r

(
r2

∂

∂r

)
f. J
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Òàêèì îáðàçîì,

∆r =
1

r2
∂

∂r

(
r2

∂

∂r

)
. (1.39)

Ïîëåçíî èìåòü â âèäó, ÷òî ∆f(r) ìîæíî òàêæå çàïèñàòü êàê

∆f(r) =
1

r

d2

dr2
(rf(r)). (1.40)

Ïðèìåð 1.12. Íàéòè ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà ôóíê�
öèþ f(ρ), ãäå ρ =

√
x2 + y2.

Ðåøåíèå. Â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ

∆f(ρ) =

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
f(ρ).

Âû÷èñëÿÿ âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ îò f ïî x,

∂2

∂x2
f =

∂

∂x

(
x

ρ

∂f

∂ρ

)
=

x2

ρ2
∂2f

∂ρ2
+

1

ρ

∂f

∂ρ
− x2

ρ3
∂f

∂ρ

è àíàëîãè÷íî âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ïî y, íàõîäèì

∆f(ρ) =
∂2f

∂ρ2
+

1

ρ

∂f

∂ρ
, (1.41)

èëè

∆f(ρ) =
1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂f

∂ρ

)
. J (1.42)

Â ñïðàâî÷íûõ öåëÿõ â ïðèëîæåíèè ïðèâåäåíà ïîëíàÿ ñâîäêà ôîðìóë
äëÿ ãðàäèåíòà, äèâåðãåíöèè, ðîòîðà è îïåðàòîðà Ëàïëàñà â ñôåðè÷åñêèõ è
öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ.

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

1.25.Íàéòè âûðàæåíèå äëÿ div a â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ.
1.26.Íàéòè âûðàæåíèå äëÿ rot a â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ.
1.27. Âû÷èñëèòü rot r, div r è grad (ar) (a � ïîñòîÿííûé âåêòîð) â ñôå�

ðè÷åñêîé è öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò.
1.28.Ïðîâåðèòü ýêâèâàëåíòíîñòü òðåõ ôîðì äëÿ ∆f(r) â ñôåðè÷åñêèõ

êîîðäèíàòàõ:

1

r2
d

dr

(
r2
df

dr

)
,

1

r

d2

dr2
(rf) ,

d2f

dr2
+

2

r

df

dr
.
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1.29.Íàéòè ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà ôóíêöèþ f(ρ)

(ãäå ρ =
√

x2 + y2), èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ãðàäèåíòà è äèâåðãåíöèè â
öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ [ñì. (Ï.8), (Ï.9)].

1.30.Íàéòè ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà
∆φ = 0.

1.31.Íàéòè öèëèíäðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà
∆φ = 0.

Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà: [1, ïðèëîæåíèå], [2, ãë. I], [3, ãë. 1],

[4, ãë. 1], [5, ïðèëîæåíèå].

2. Ïîñòîÿííîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå

Íàïðÿæåííîñòü ïîñòîÿííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E(r) óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèÿì Ìàêñâåëëà

divE = 4πρ, (2.1)
rotE = 0, (2.2)

ãäå ρ(r) � îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäîâ, ñîçäàþùèõ ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå.
Èíòåãðàëüíàÿ ôîðìà óðàâíåíèÿ (2.1)∮

S

E dS = 4πQîõâ (2.3)

(ãäå Qîõâ =

∫
V

ρdV � çàðÿä, íàõîäÿùèéñÿ âíóòðè çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè

S, ïî êîòîðîé âåäåòñÿ èíòåãðèðîâàíèå â ëåâîé ÷àñòè) âûðàæàåò ýëåêòðî�
ñòàòè÷åñêóþ òåîðåìó Ãàóññà. Â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ ñ âûñîêîé ñòåïåíüþ ñèì�
ìåòðèè òåîðåìà Ãàóññà ëåãêî ïîçâîëÿåò íàõîäèòü íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ êàê
ôóíêöèþ êîîðäèíàò.

Óðàâíåíèå (2.2) ïîçâîëÿåò ââåñòè ýëåêòðîñòàòè÷åñêèé ïîòåíöèàë ñîîò�
íîøåíèåì

E = −∇φ. (2.4)

Ïîòåíöèàë φ(r), êîòîðûé íàðàâíå ñ íàïðÿæåííîñòüþ E õàðàêòåðèçóåò ïî�
ñòîÿííîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ïóàññîíà

∆φ = −4πρ. (2.5)

Òî÷å÷íûé çàðÿä e ñ ðàäèóñîì-âåêòîðîì r′ ñîçäàåò â òî÷êå r ïîëå, ïîòåí�
öèàë è íàïðÿæåííîñòü êîòîðîãî äàþòñÿ âûðàæåíèÿìè

φ =
e

|r− r′|
, E =

e(r− r′)

|r− r′|3
(2.6)
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(çàêîí Êóëîíà).
Åñëè çàðÿäû ðàñïðåäåëåíû ñ îáúåìíîé ïëîòíîñòüþ ρ(r′), òî ñîãëàñíî

çàêîíó Êóëîíà äëÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà ρ(r′)dV ′ è ïðèíöèïó ñóïåðïîçèöèè
ïîòåíöèàë φ è íàïðÿæåííîñòü E â òî÷êå íàáëþäåíèÿ ñ ðàäèóñîì-âåêòîðîì
r ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

φ(r) =

∫
ρ(r′)dV ′

|r− r′|
, (2.7)

E(r) =

∫
ρ(r′)(r− r′)

|r− r′|3
dV ′. (2.8)

Ïîòåíöèàë (2.7) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ïóàññîíà (2.5) è ÿâëÿåòñÿ åãî ðå�
øåíèåì â íåîãðàíè÷åííîì ïðîñòðàíñòâå, åñëè îáúåìíûé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ.

Åñëè çàðÿäû â ïðîñòðàíñòâå ðàñïðåäåëåíû ïî ïîâåðõíîñòè ñ ïîâåðõíîñò�
íîé ïëîòíîñòüþ σ, òî ïîòåíöèàë âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

φ(r) =

∫
σ(r′)dS ′

|r− r′|
. (2.9)

Ëèíåéíûé êîíòóð, çàðÿæåííûé ñ ëèíåéíîé ïëîòíîñòüþ λ, ñîçäàåò ýëåêòðè�
÷åñêîå ïîëå ñ ïîòåíöèàëîì

φ(r) =

∫
λ(r′)dl′

|r− r′|
. (2.10)

Âûðàæåíèÿ (2.7), (2.8) óïðîùàþòñÿ íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò ñèñòåìû
çàðÿäîâ. Åñëè íà÷àëî êîîðäèíàò, èç êîòîðîãî ïðîâîäèòñÿ ðàäèóñ-âåêòîð r â
òî÷êó íàáëþäåíèÿ è ðàäèóñû-âåêòîðû ê çàðÿäàì, áåðåòñÿ âíóòðè çàðÿæåí�
íîé ñèñòåìû, òî ïðè r ≫ a (a � ëèíåéíûé ðàçìåð ñèñòåìû)

φ(r) ≈ q

r
+

dr

r3
+

Qαβxαxβ
2r5

, (2.11)

ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

q =

∫
ρ(r)dV, (2.12)

d =

∫
ρ(r)rdV, (2.13)

Qαβ =

∫
ρ(r)(3xαxβ − r2δαβ)dV. (2.14)

Âåëè÷èíû (2.12), (2.13) è (2.14) íàçûâàþòñÿ ïîëíûì çàðÿäîì, äèïîëüíûì
ìîìåíòîì è òåíçîðîì êâàäðóïîëüíîãî ìîìåíòà ñèñòåìû çàðÿäîâ.
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Â ñëó÷àå çàðÿäîâ ei, ðàñïîëîæåííûõ â òî÷êàõ ñ ðàäèóñàìè-âåêòîðàìè ri
(i = 1, . . . , N), îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäîâ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç δ-ôóíêöèþ:

ρ(r) =
N∑
i=1

eiδ(r− ri), (2.15)

à âåëè÷èíû (2.13), (2.14) ïðèíèìàþò âèä

d =
N∑
i=1

eiri, (2.16)

Qαβ =
N∑
i=1

ei(3xαxβ − r2δαβ). (2.17)

Åñëè çàðÿäû â ïðîñòðàíñòâå ðàñïðåäåëåíû ïî ïîâåðõíîñòè ñ ïîâåðõíîñò�
íîé ïëîòíîñòüþ σ, òî ïîëíûé çàðÿä, äèïîëüíûé ìîìåíò è òåíçîð êâàäðó�
ïîëüíîãî ìîìåíòà âûðàæàþòñÿ ÷åðåç èíòåãðàëû ( 2.12), ( 2.13), ( 2.14), â
êîòîðûõ ïðîèçâåäåíà çàìåíà

ρ(r)dV → σ(r)dS, (2.18)

à èíòåãðèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî çàðÿæåííîé ïîâåðõíîñòè.
Àíàëîãè÷íî äëÿ ëèíåéíîãî êîíòóðà, çàðÿæåííîãî ñ ëèíåéíîé ïëîòíî�

ñòüþ λ, â èíòåãðàëàõ (2.12), (2.13), (2.14) ïðîèçâîäèòñÿ çàìåíà

ρ(r)dV → λ(r)dl, (2.19)

à èíòåãðèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî çàðÿæåííîìó êîíòóðó.
Ýíåðãèÿ ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ

U =
1

8π

∫
E2dV (2.20)

ìîæåò áûòü òàêæå âû÷èñëåíà ïî ôîðìóëå

U =
1

2

∫
ρφdV. (2.21)

Ýëåêòðîñòàòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ñèñòåì, çàðÿæåííûõ
ñ îáúåìíûìè ïëîòíîñòÿìè ρ1(r) è ρ2(r), âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

U =

∫
ρ1(r)ρ2(r

′)

|r− r′|
dV dV ′. (2.22)
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Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ çàðÿäîâ, ðàñïðåäåëåííûõ ñ ïëîòíîñòüþ ρ(r) âî
âíåøíåì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå ñ ïîòåíöèàëîì φ(r), îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíè�
åì

U =

∫
ρ(r)φ(r)dV. (2.23)

Åñëè ïîòåíöèàë φ(r) âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íåçíà÷èòåëüíî ìå�
íÿåòñÿ íà ïðîòÿæåíèè çàðÿæåííîé ñèñòåìû, òî âûðàæåíèå (2.23) çàìåíÿþò
ñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì

U = qφ(r)− dE+
1

6
Qαβ

∂2φ

∂xα∂xβ
+ . . . (2.24)

Çäåñü ïîòåíöèàë è íàïðÿæåííîñòü âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, à òàêæå
ïðîèçâîäíûå îò ïîòåíöèàëà áåðóòñÿ â òî÷êå ñ ðàäèóñîì-âåêòîðîì r, ëåæà�
ùåé âíóòðè ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû. Ýòà âíóòðåííÿÿ òî÷êà ñëóæèò íà÷à�
ëîì ä.ñ.ê., â êîòîðîé îïðåäåëåíû âåëè÷èíà d è Qαβ.

Ñèëà F è ìîìåíòK ñèë, ïðèëîæåííûå ê çàðÿæåííîé ñèñòåìå âî âíåøíåì
ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå íàïðÿæåííîñòüþ E, äàþòñÿ âûðàæåíèìè

F =

∫
ρEdV, (2.25)

K =

∫
[rE]ρdV. (2.26)

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ýëåêòðîíåéòðàëüíîé ñèñòåìû ñ äèïîëüíûì ìîìåíòîì
d âî âíåøíåì êâàçèîäíîðîäíîì ïîëå ñîîòíîøåíèÿ (2.25), (2.26) ïðèíèìàþò
âèä

F = ∇(dE) = (d∇)E, (2.27)
K = [dE]. (2.28)

Ïðè ïîìîùè ìàêñâåëëîâñêîãî òåíçîðà íàòÿæåíèé

Tαβ =
1

4π
(EαEβ −

1

2
E2δαβ) (2.29)

ñóììàðíóþ ýëåêòðîñòàòè÷åñêóþ ñèëó ( 2.25), äåéñòâóþùóþ íà îáúåì V ,
âíóòðè êîòîðîãî ðàñïðåäåëåí çàðÿä ñ îáúåìíîé ïëîòíîñòüþ ρ, ìîæíî âû�
÷èñëèòü ÷åðåç ñèëû, ïðèëîæåííûå ê ïîâåðõíîñòè ýòîãî îáúåìà:

Fα =

∫
V

ρEαdV =

∮
S

TαβnβdS, (2.30)

ãäå n � îðò âíåøíåé íîðìàëè ê çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè S, îãðàíè÷èâàþùåé
îáúåì V .
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Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷

Ïðèìåð 2.1. Øàð ðàäèóñîì R çàðÿæåí ïî îáúåìó çàðÿäîì Q ñ ïîñòî�
ÿííîé ïëîòíîñòüþ ρ. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ E âíóòðè
è âíå øàðà.

Ðåøåíèå. Â ñèëó ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè â ðàñïðåäåëåíèè çàðÿäà íà�
ïðÿæåííîñòü ïîëÿ E íàïðàâëåíà ïî ðàäèóñó, à ìîäóëü âåêòîðà E çàâèñèò
òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà øàðà: E(r) = E(r)

r

r
. Ïðèìåíèâ òåîðåìó

Ãàóññà (2.3) ê ñôåðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ðàäèóñîì r 6 R, êîíöåíòðè÷åñêîé
çàðÿæåííîìó øàðó, ïîëó÷èì

E · 4πr2 = 4πρ · 4
3
πr3; E =

4

3
πρr; E =

4

3
πρr =

Q

R3
r.

Äëÿ àíàëîãè÷íîé ñôåðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ðàäèóñîì r > R èìååì

E · 4πr2 = 4πρ · 4
3
πR3; E =

4

3
πρ

R3

r2
; E =

4

3
πρ

R3

r3
r =

Q

r3
r.

Èòàê,

E(r) =


4

3
πρr =

Q

R3
r ïðè r 6 R,

4

3
πρ

R3

r3
r =

Q

r3
r ïðè r > R.

J (2.31)

Ïîëå âíå øàðà òàêîâî, êàê åñëè áû âåñü çàðÿä áûë ñîñðåäîòî÷åí â åãî
öåíòðå, à âíóòðè øàðà ïîëå ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíî ðàññòîÿíèþ îò öåíòðà
øàðà.

Ïðèìåð 2.2. Íàéòè íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ñîçäàâàåìî�
ãî áåñêîíå÷íîé ïëîñêîñòüþ, ðàâíîìåðíî çàðÿæåííîé ñ ïîâåðõíîñòíîé ïëîò�
íîñòüþ σ (ðèñ. 9).

Ðåøåíèå. Èç ñèììåòðèè ñëåäóåò, ÷òî íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ ïåðïåíäè�
êóëÿðíà ïëîñêîñòè. Ïðèìåíèì òåîðåìó Ãàóññà, âçÿâ â êà÷åñòâå âñïîìîãà�
òåëüíîé ïîâåðõíîñòü öèëèíäðà ñ îñíîâàíèÿìè, ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòè è
íàõîäÿùèìèñÿ íà ðàâíûõ ðàññòîÿíèÿõ îò íåå. Ïîòîê âåêòîðà E ÷åðåç áîêî�

âóþ ïîâåðõíîñòü ðàâåí íóëþ, òàê êàê E ⊥ náîê, ïîýòîìó
∮

EdS = 2ES, S �

ïëîùàäü îñíîâàíèÿ öèëèíäðà. Çàðÿä, îõâà÷åííûé ïîâåðõíîñòüþ öèëèíäðà,
ðàâåí σS. Ïîýòîìó ñîãëàñíî (2.3) ïîëó÷àåì

E = 2πσ.

Íàïðÿæåííîñòü èìååò ïðîòèâîïîëîæíûå íàïðàâëåíèÿ ñ ðàçíûõ ñòîðîí ïëîñ�
êîñòè, òàê ÷òî íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ïðåòåðïåâàåò ñêà÷îê 4πσ ïðè ïå�
ðåõîäå ÷åðåç ïëîñêîñòü. J
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x

s

n

n

Ðèñ. 9

Ïðèìåð 2.3. Íàéòè íàïðÿæåííîñòü E è ïîòåíöèàë φ ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîëÿ áåñêîíå÷íîé íèòè, ðàâíîìåðíî çàðÿæåííîé ñ ëèíåéíîé ïëîòíîñòüþ λ
(ðèñ. 10).

Ðåøåíèå. Íàïðÿæåííîñòü â ëþáîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà íàïðàâëåíà

l

Ðèñ. 10

âäîëü ïåðïåíäèêóëÿðà ê íèòè, à âåëè÷èíà E çàâèñèò òîëüêî îò ðàññòîÿ�
íèÿ ρ äî íèòè. Â êà÷åñòâå ãàóññîâîé ïîâåðõíîñòè âûáåðåì öèëèíäð, îñü
êîòîðîãî íàõîäèòñÿ íà íèòè. Ïî òåîðåìå Ãàóññà íàéäåì íàïðÿæåííîñòü

E(ρ) =
2λ

ρ
.

Çíàÿ íàïðÿæåííîñòü, ñ ïîìîùüþ (2.4) è (1.33) íàéäåì ïîòåíöèàë

φ(ρ) = −2λ ln
ρ

ρ0
,

ãäå ρ0 � ðàññòîÿíèå äî íèòè, ïðè êîòîðîì ïîòåíöèàë ïðèíÿò ðàâíûì íó�
ëþ. J
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Ïðèìåð 2.4. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ,
ñîçäàâàåìîãî øàðîì ðàäèóñîì R, ðàâíîìåðíî çàðÿæåííûì ïî îáúåìó ïîë�
íûì çàðÿäîì Q.

Ðåøåíèå. Íàëè÷èå ñèììåòðèè â ýòîé è íåêîòîðûõ äðóãèõ çàäà÷àõ ïîç�
âîëÿåò íàéòè ïîòåíöèàë, íåïîñðåäñòâåííî ðåøàÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà (2.5) â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïóòåì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ è ñâåäåíèÿ åãî ê îáûê�
íîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì. ßñíî, ÷òî ïîòåíöèàë ðàññìàò�
ðèâàåìîãî ïîëÿ çàâèñèò òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà øàðà, φ = φ(r),
ïîòîìó ñîãëàñíî (1.39) óðàâíåíèå Ïóàññîíà ïðèíèìàåò âèä

1

r2
d

dr

(
r2
dφ

dr

)
= −4πρ, (2.32)

ãäå

ρ =

ρ0 ≡
Q

4πR3/3
ïðè r 6 R,

0 ïðè r > R.

Èíòåãðèðîâàíèåì íàõîäèì:
1) âíóòðè øàðà (r 6 R)

r2
dφ1

dr
= −4πρ0r

3

3
+ C1, φ1 = −4πρ0

3

r2

2
− C1

r
+ C2;

èç óñëîâèÿ îãðàíè÷åííîñòè ïîòåíöèàëà ïðè r = 0 ñëåäóåò, ÷òî C1 = 0;
2) âíå øàðà (r > R)

1

r2
d

dr

(
r2
dφ2

dr

)
= 0, φ2 = −C3

r
+ C4;

èç óñëîâèÿ φ
∣∣
r=∞ = 0 ñëåäóåò, ÷òî C4 = 0.

Ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ C2 è C3 îïðåäåëÿþòñÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâè�

ÿìè φ1 = φ2 è
dφ1

dr
=

dφ2

dr
ïðè r = R (ïîñêîëüêó ïðàâàÿ ÷àñòü (2.32) èìååò

â ýòîé òî÷êå ëèøü êîíå÷íûé ðàçðûâ), êîòîðûå ïðèâîäÿò ê óðàâíåíèÿì{
−2πρ0R

2/3 + C2 = −C3/R,

−4πρ0R/3 = C3/R2.

Ðåøàÿ èõ, îïðåäåëÿåì çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííûõ C3 = −Q, C2 = 3Q/(2R) è
íàõîäèì ïîòåíöèàë

φ(r) =


3Q

2R
− Q

2R3
r2 ïðè 0 6 r 6 R,

Q

r
ïðè r > R.

J
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Ïðèìåð 2.5. Êàêèì ðàñïðåäåëåíèåì çàðÿäîâ ñîçäàåòñÿ ïîòåíöèàë, â
ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ èìåþùèé âèä φ(r) = (q/r) exp (−αr), ãäå α, q �
ïîñòîÿííûå?

Ðåøåíèå. Äåéñòâóÿ îïåðàòîðîì Ëàïëàñà íà ïîòåíöèàë, ïîëó÷èì

∆φ = q∆
e−αr

r
= q∆

1

r
+ q∆

e−αr − 1

r
=

= −4πqδ(r) +
q

r

d2

dr2

(
r
e−αr − 1

r

)
= −4πqδ(r) +

qα2e−αr

r

[ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ îïåðàòîðà ∆ íà 1/r ìîæíî ïîëó÷èòü èç ôîðìóë (2.5),
(2.6), (2.15)]. Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ òî÷å÷íûé çàðÿä q â íà÷àëå êîîðäèíàò
è ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íî ðàñïðåäåëåííûé îáúåìíûé çàðÿä ñ ïëîòíîñòüþ

ρ = −qα2e−αr

4πr
,
∫

ρdV = −q. J

Ïðèìåð 2.6. Â øàðå, ðàâíîìåðíî çàðÿæåííîì ïî îáúåìó ñ ïîñòîÿííîé
ïëîòíîñòüþ ρ, èìååòñÿ ñôåðè÷åñêàÿ ïîëîñòü, öåíòð êîòîðîé îòñòîèò îò öåí�
òðà øàðà íà ðàññòîÿíèå a. Ïîëîñòü íàõîäèòñÿ öåëèêîì âíóòðè øàðà. Íàéòè
íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ âíóòðè ïîëîñòè (ðèñ. 11).

A Ba

r
A

r
B

Ðèñ. 11

Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðèíöèïîì ñóïåðïîçèöèè, ïðåäñòàâèì íàïðÿæåííîñòü
EA ïîëÿ ñïëîøíîãî øàðà ñ öåíòðîì â òî÷êå A êàê ñóììó íàïðÿæåííîñòè
EB ïîëÿ ìàëîãî øàðà ñ öåíòðîì â òî÷êå B è íàïðÿæåííîñòè E òåëà ñ ïî�
ëîñòüþ. Îòñþäà

E = EA − EB. (2.33)
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Ñîãëàñíî ( 2.31) äëÿ òî÷åê âíóòðè ïîëîñòè EA =
4

3
πρrA, EB =

4

3
πρrB.

Ïîñêîëüêó rA − rB = a, òî

E =
4

3
πρa.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëå âíóòðè ïîëîñòè îäíîðîäíî. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî
ôîðìóëà ( 2.33) ïîçâîëÿåò íàéòè ïîëÿ øàðà ñ ïîëîñòüþ â ïðîèçâîëüíîé
òî÷êå ïðîñòðàíñòâà, åñëè èçâåñòíû ðàäèóñû RA è RB. J

Ïðèìåð 2.7. Íàéòè ïîòåíöèàë φ è íàïðÿæåííîñòü E ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîëÿ íà îñè êðóãëîãî òîíêîãî äèñêà ðàäèóñîì a, ðàâíîìåðíî çàðÿæåííîãî
ñ ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ σ (ðèñ. 12).

Ðåøåíèå. Íàïðàâèì îñü z ïî îñè äèñêà. Ýëåìåíò äèñêà ñ ïëîùàäüþ
dS ′, íàõîäÿùèéñÿ íà ðàññòîÿíèè ρ′ îò öåíòðà, ñîçäàåò â òî÷êå ñ êîîðäèíàòîé
z íà îñè äèñêà ïîòåíöèàë dφ = σdS ′/

√
z2 + ρ′2. Âåñü äèñê ñîçäàåò â ýòîé

òî÷êå ïîòåíöèàë

φ =

∫
σdS ′√
ρ′2 + z2

.

Âû÷èñëÿÿ èíòåãðàë â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (ρ′, α′), ïîëó÷èì

φ = σ

a∫
0

ρ′dρ′√
ρ′2 + z2

2π∫
0

dα′ = 2πσ(
√

z2 + a2 − |z|). (2.34)

Íàïðÿæåííîñòü E ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íà îñè íàïðàâëåíà, î÷åâèäíî, âäîëü
îñè, ïîýòîìó ôîðìóëà (2.4) äàåò

Ez = −∂φ

∂z
= −2πσ

(
z√

z2 + a2
− sign z

)
. (2.35)

Ðàñ÷åò íàïðÿæåííîñòè ïî ôîðìóëå (2.8) [ñ çàìåíîé (2.18)] ïðèâîäèò ê
òîìó æå ðåçóëüòàòó (ïðîâåðüòå!). Èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ÿñíî, ÷òî ïðè
áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ |z| ïîëå äèñêà ñòàíîâèòñÿ ïîõîæèì íà ïîëå òî÷å÷íîãî
çàðÿäà, à ïðè ìàëûõ � íà ïîëå áåñêîíå÷íîé ïëîñêîñòè. Óáåäèòåñü â ýòîì,
èññëåäóÿ âûðàæåíèÿ (2.34), (2.35) ïðè |z| ≫ a è |z| ≪ a. J

Ïðèìåð 2.8. Îòðåçîê íèòè äëèíîé 2l ðàâíîìåðíî çàðÿæåí ñ ëèíåéíîé
ïëîòíîñòüþ λ. Íàéòè ïîòåíöèàë â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà.

Ðåøåíèå. Âûáåðåì ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì â öåíòðå îòðåçêà è
îñüþ z, íàïðàâëåííîé âäîëü íåãî. Òîãäà ñîãëàñíî (2.10)

φ(r) =

+l∫
−l

λdz′√
x2 + y2 + (z′ − z)2

.
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Èíòåãðèðîâàíèå äàåò

φ = λ ln

√
ρ2 + (l − z)2 + l − z√
ρ2 + (l + z)2 − l − z

, (2.36)

ãäå ρ2 = x2 + y2. Ðàññìîòðèì ïîëå âáëèçè öåíòðà îòðåçêà: |x|, |y|, |z| ≪ l.
Îïóñêàÿ x, y, z â ÷èñëèòåëå ïîä ëîãàðèôìîì è ðàçëàãàÿ êîðåíü â çíàìåíà�
òåëå √

ρ2 + (l + z)2 = (l + z)

√
1 +

ρ2

(l + z)2
≈ (l + z)

(
1 +

ρ2

2(l + z)2

)
,

íàõîäèì
φ ≈ −2λ ln

ρ

2l
. (2.37)

Ïîñêîëüêó âáëèçè îòðåçêà ïîòåíöèàë çàâèñèò òîëüêî îò ρ, òî íàïðÿæåí�
íîñòü ïîëÿ â ö.ñ.ê. èìååò åäèíñòâåííóþ êîìïîíåíòó [ñì. (1.33)]:

Eρ ≈
2λ

ρ
. (2.38)

Ïîñëåäíèé ðåçóëüòàò ëåãêî ïîëó÷èòü, íàõîäÿ íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ çàðÿæåí�
íîé áåñêîíå÷íîé ïðÿìîé íèòè ïî òåîðåìå Ãàóññà.

Âäàëè îò îòðåçêà íèòè, êîãäà l ≪ r = (x2 + y2 + z2)1/2, èìååì√
x2 + y2 + (z ± l)2 ≈ r(1± zl/r2).

Óïðîùàÿ òî÷íîå âûðàæåíèå (2.36), ïîëó÷àåì ïîòåíöèàë òî÷å÷íîãî çàðÿäà
2λl:

φ ≈ λ ln
r − zl/r + l − z

r + zl/r − l − z
= λ ln

r + l

r − l
≈ 2λl

r
. J (2.39)
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Ïðèìåð 2.9. Èñïîëüçóÿ ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè, íàéòè ýëåêòðîñòàòè÷å�
ñêèé ïîòåíöèàë, ñîçäàâàåìûé ñôåðîé ðàäèóñîì a, ðàâíîìåðíî çàðÿæåííîé
ñ ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ σ.

Ðåøåíèå. Ïðèìåíåíèå ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè è çàêîíà Êóëîíà ïðè�
âîäèò ê âûðàæåíèþ (2.9). Ïîñêîëüêó âåëè÷èíà ïîòåíöèàëà çàâèñèò òîëüêî
îò ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà ñôåðû (â íåì ðàñïîëîæèì íà÷àëî êîîðäèíàò), òî,
íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, âûáåðåì òî÷êó íàáëþäåíèÿ íà îñè z. Ó÷èòûâàÿ,
÷òî |r′| = a, |r − r′| =

√
r2 + a2 − 2ar cos θ′, à ýëåìåíò ïëîùàäè íà ñôåðå

dS ′ = a2 sin θ′dθ′dα′ (r′, θ′, α′ � êîîðäèíàòû ñ.ñ.ê.), ïðèõîäèì ê

φ = 2πσa2
π∫

0

sin θ′dθ′√
r2 + a2 − 2ar cos θ′

=
2πσa

r
(r + a− |r − a|).

Ðàññìàòðèâàÿ îáëàñòè âíóòðè (r < a) è ñíàðóæè (r > a) ñôåðû, ïîëó÷èì

φ(r) =

4πaσ ïðè r 6 a,
4πa2σ

r
ïðè r > a.

J

Ïðèìåð 2.10. Ñôåðà ðàäèóñîì R çàðÿæåíà ñ ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíî�
ñòüþ σ = σ0 cos θ. Íàéòè ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ïðî�
ñòðàíñòâà.

Ðåøåíèå. Ôîðìóëû (2.7), (2.9), (2.10) â îáùåì âèäå îïðåäåëÿþò ïîòåí�
öèàë ïîëÿ ïî ïëîòíîñòè çàðÿäîâ (åñëè èíòåãðàëû â íèõ ñõîäÿòñÿ). Äëÿ âû�
÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ ïîëåçíî èñïîëüçîâàòü ðàçëîæåíèå ôóíêöèè |r− r′|−1

ïî ñôåðè÷åñêèì ôóíêöèÿì (ìóëüòèïîëüíîå ðàçëîæåíèå):

1

|r− r′|
=

∞∑
l=0

l∑
m=−l

4π

2l + 1

rl<
rl+1
>

Ylm(θ, α)Y
∗
lm(θ

′, α′). (2.40)

Çäåñü r< = min(r, r′); r> = max(r, r′); Ylm � ñôåðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ (íåêî�
òîðûå ñâåäåíèÿ î íèõ ïðèâåäåíû â ïðèë. 2); θ, α � óãëû âåêòîðà r; θ′, α′ �
óãëû âåêòîðà r′ â íåêîòîðîé ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïîñêîëüêó â
÷ëåíàõ ðÿäà (2.40) çàâèñèìîñòü îò r′, θ′, α′ âûäåëåíà â ôàêòîðèçîâàííîì
âèäå, ýòî óïðîùàåò èíòåãðèðîâàíèå â (2.7), (2.9), (2.10) è ïîçâîëÿåò ïðåîá�
ðàçîâàòü îáùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëà.

Ïðèìåíèì ìóëüòèïîëüíîå ðàçëîæåíèå ê âû÷èñëåíèþ ïîòåíöèàëà ñôå�
ðû. Ïîäñòàâëÿÿ (2.40) â (2.9) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî íà ñôåðå dS ′ = R2 sin θ′dθ′dα′,
à òàêæå âûðàæàÿ cos θ′ ÷åðåç Y10 ïî ôîðìóëå (Ï.17), ïîëó÷èì

φ(r) = R2
∑
kq

4πσ0
2k + 1

rk<
rk+1
>

Ykq(θ, α)

∫ √
4π

3
Y10(θ

′, α′)Y ∗
kq(θ

′, α′) sin θ′dθ′dα′.
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Èíòåãðàë çäåñü, ñîãëàñíî óñëîâèþ îðòîãîíàëüíîñòè (Ï.18), ïðîïîðöèîíà�
ëåí ïðîèçâåäåíèþ ñèìâîëîâ Êðîíåêåðà δk1δq0, ïîýòîìó îò ñóììû îñòàåòñÿ
åäèíñòâåííûé ÷ëåí è

φ(r) =
4πσ0
3

R2 r<
r2>

cos θ.

Îòñþäà íàõîäèì

φ(r) =


4πσ0
3

r cos θ ïðè r 6 R,

4πσ0
3

R3

r2
cos θ ïðè r > R.

J

Ïðèìåð 2.11. Ðàâíîìåðíî çàðÿæåííàÿ ïîëîâèíà òîíêîãî ñòåðæíÿ èìå�
åò çàðÿä q, äðóãàÿ ïîëîâèíà èìååò çàðÿä −q. Äëèíà ñòåðæíÿ � 2l. Íàéòè
äèïîëüíûé ìîìåíò ñòåðæíÿ.

Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî äèïîëüíûé ìîìåíò d íàïðàâëåí âäîëü ñòåðæ�
íÿ â ñòîðîíó ïîëîæèòåëüíîãî çàðÿäà. Íàïðàâèâ îñü x ñ íà÷àëîì â ñåðåäèíå
ñòåðæíÿ âäîëü d, âû÷èñëèì

dx =

+l∫
−l

λ(x)xdx =

0∫
−l

(−q/l)xdx+

+l∫
0

(q/l)xdx = ql. (2.41)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî äèïîëüíûé ìîìåíò ñòåðæíÿ, êàê è ëþáîé ýëåê�
òðîíåéòðàëüíîé ñèñòåìû, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

d = q(R+ −R−), (2.42)

ãäå R± � ðàäèóñû-âåêòîðû öåíòðîâ ïîëîæèòåëüíîãî è îòðèöàòåëüíîãî çà�
ðÿäîâ, q � ñóììàðíûé ïîëîæèòåëüíûé çàðÿä. J

Ïðèìåð 2.12. Âåðõíÿÿ ïîëîâèíà øàðà ðàâíîìåðíî çàïîëíåíà çàðÿäîì
q, íèæíÿÿ ïîëîâèíà � çàðÿäîì −q. Ðàäèóñ øàðà � R. Íàéòè äèïîëüíûé
ìîìåíò d øàðà.

Ðåøåíèå. Âûáåðåì íà÷àëî êîîðäèíàò â öåíòðå øàðà è íàïðàâèì îñü
z âåðòèêàëüíî â ñòîðîíó ïîëîæèòåëüíûõ çàðÿäîâ. Òîãäà d = (0, 0, dz). Âû�

÷èñëÿÿ dz =

∫
zρ(r)dV â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ,

dz =
3q

2πR3

R∫
0

r3dr

π/2∫
0

cos θ sin θdθ

2π∫
0

dφ− 3q

2πR3

R∫
0

r3dr

π∫
π/2

cos θ sin θdθ

2π∫
0

dφ,

íàõîäèì

d =
3

4
qR. J
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Ïðèìåð 2.13. Â âåðøèíàõ êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé 2a ðàñïîëîæåíû òî�
÷å÷íûå çàðÿäû ±e òàê, ÷òî ñîñåäíèå çàðÿäû èìåþò ðàçíûå çíàêè (ïëîñêèé
êâàäðóïîëü). Íàéòè òåíçîð êâàäðóïîëüíîãî ìîìåíòà Qαβ â ñèñòåìå êîîðäè�
íàò ñ îñÿìè x è y, íàïðàâëåííûìè ïî äèàãîíàëÿì êâàäðàòà.

Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî âûáðàííûå îñè êîîðäèíàò ÿâëÿþòñÿ ãëàâíû�
ìè äëÿ òåíçîðà êâàäðóïîëüíîãî ìîìåíòà, ò.å. Qαβ äèàãîíàëåí â ýòèõ îñÿõ.
Ïóñòü íà îñè x ðàñïîëîæåíû çàðÿäû e, òîãäà íà îñè y ëåæàò çàðÿäû −e.
Âû÷èñëèì ñîãëàñíî (2.17)

Qxx = 2[e(3 · 2a2 − 2a2)] + 2(−e)(−2a2) = 12ea2.

Àíàëîãè÷íî Qyy = −12ea2, Qzz = 0. J

Ïðèìåð 2.14. Øàð, ïî êîòîðîìó ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåí çàðÿä q, íà�
õîäèòñÿ íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè îò ýëåìåíòàðíîãî äèïîëÿ d. Íàéòè ñèëó,
äåéñòâóþùóþ íà äèïîëü.

Ðåøåíèå. Ñîãëàñíî (2.24) ýíåðãèÿ äèïîëÿ â ïîëå øàðà äàåòñÿ âûðàæå�
íèåì

U = −dE,

ãäå E � íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ, ñîçäàâàåìàÿ øàðîì, ò.å. E =
qr

r3
, r � ðàäèóñ�

âåêòîð, ïðîâåäåííûé îò øàðà ê äèïîëþ. Âû÷èñëÿÿ ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà
äèïîëü êàê F = −∇U , íàõîäèì

F = −3q(dr)r

r5
+

qd

r3
. J

Ïðèìåð 2.15. Çàðÿä Q ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåí ïî ïîâåðõíîñòè ñôå�
ðû ðàäèóñîì R. Íàéòè àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó ñèëû, ðàçðûâàþùóþ ñôåðó
íà äâå ðàâíûå ÷àñòè.

Ðåøåíèå. Íà ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò dS ïîâåðõíîñòè ñôåðû äåéñòâóåò
ñèëà dF, íàïðàâëåííàÿ ïî íîðìàëè n ê ïîâåðõíîñòè. ×òîáû íàéòè âåëè÷èíó
ýòîé ñèëû, òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E′, ñî�
çäàâàåìîãî âñåé îñòàëüíîé ÷àñòüþ çàðÿæåííîãî øàðà â ìåñòå íàõîæäåíèÿ
âûäåëåííîãî ýëåìåíòà dS. Ïðåäñòàâèì ïî ïðèíöèïó ñóïåðïîçèöèè ïîëå E
çàðÿæåííîé ñôåðû êàê âåêòîðíóþ ñóììó E′ è ïîëÿ E′′, ñîçäàâàåìîãî ýëå�
ìåíòîì dS. Â íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè îò ñôåðû ñíàðóæè íàïðÿæåííîñòü
E = Q/R2, à âíóòðè E = 0. Ýëåìåíò dS ïðè âû÷èñëåíèè ïîëÿ íåïîñðåä�
ñòâåííî ó ïîâåðõíîñòè ñôåðû ìîæíî ñ÷èòàòü ïëîñêèì, ïîýòîìó ïîëå E′′

èìååò îäèíàêîâóþ âåëè÷èíó è ïðîòèâîïîëîæíîå íàïðàâëåíèå âíóòðè è ñíà�
ðóæè ñôåðû. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì äâà óðàâíåíèÿ: E ′ + E ′′ = Q/R2,

E ′ − E ′′ = 0. Îòñþäà íàõîäèì E′ =
Q

2R2
n è

dF = σE′dS =
Q2

8πR4
ndS.
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Íàïðàâèì îñü z ïî îñè ïîëóñôåðû, òîãäà ñóììàðíàÿ ñèëà F =

∫
dF = Fk.

Áåç âû÷èñëåíèé ÿñíî, ÷òî ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî ïîâåðõíîñòè ïîëóñôåðû∫
ndS = k

∫
cosαdS = πR2k (çäåñü α � óãîë ìåæäó n è k), ïîñêîëüêó∫

cosαdS åñòü ïðîåêöèÿ ïîâåðõíîñòè ïîëóñôåðû íà åå îñíîâàíèå. Îêîí÷à�

òåëüíî: íà ïîëîâèíó ñôåðû äåéñòâóåò ñèëà

F =
Q2

8R2
. (2.43)

Çàäà÷à òàêæå ìîæåò áûòü ðåøåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàêñâåëëîâñêîãî
òåíçîðà íàòÿæåíèé (2.29). Ñîãëàñíî (2.30)

Fα =

∫
TαβnβdS.

Ïîäñòàâëÿÿ â (2.29) íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòè E =
Q

R2
n è ïðî�

âîäÿ âû÷èñëåíèÿ, ïðèõîäèì ê (2.43). J

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

2.1.Íàéòè íàïðÿæåííîñòü E ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ, ïîòåíöèàë φ êî�
òîðîãî ðàâåí: à) −ar; á) a[br]; â) dr/r3; ã) F (f(ar)). Çäåñü âåêòîðû a,
b, d íå çàâèñÿò îò êîîðäèíàò è âðåìåíè, à f è F � ïðîèçâîëüíûå äèôôå�
ðåíöèðóåìûå ôóíêöèè ñâîåãî àðãóìåíòà.

Îòâåò: à) a; á) [ba]; â) 3(dr)r/r5 − d/r3; ã) − dF

df

df

d(ar)
a.

2.2.Ìîæíî ëè ñîçäàòü â ïðîñòðàíñòâå ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå ñ íàïðÿ�
æåííîñòüþ: à) E = [ar]; á) E = a(yex − xey)?

2.3.Íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E â ïðîñòðàíñòâå ðàâíà:

à) (br)b; á) grr;

â)
er

r3

{
1−

[
1 +

2r

a

(
1 +

r

a

)]
exp

(
−2r

a

)}
.

Çäåñü âåêòîð b è âåëè÷èíû a, g è e íå çàâèñÿò îò êîîðäèíàò, à f � ïðî�
èçâîëüíàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ñâîåãî àðãóìåíòà. Íàéòè ðàñïðåäå�
ëåíèå îáúåìíîé ïëîòíîñòè ρ çàðÿäà, ñîçäàâøåãî ýòî ïîëå (îáðàòíàÿ çàäà÷à
ýëåêòðîñòàòèêè).

Îòâåò: à)
b2

4π
; á)

gr

π
; â)

e

πa3
e−2r/a.
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2.4.Íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíè�
åì: à) E = E1ex + E2ey + E3ez (E1, E2, E3 � êîíñòàíòû); á) E =

a

r3
r

r
(a � êîíñòàíòà). Íàéòè ïîòåíöèàë ïîëÿ.

2.5. Â øàðå ðàäèóñîì R2 ðàâíîìåðíî çàðÿæåí ñ îáúåìíîé ïëîòíîñòüþ ρ
âíåøíèé øàðîâîé ñëîé. Âíóòðåííèé ðàäèóñ ñëîÿ R1. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå
íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ E âî âñåõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà.

Îòâåò: E(r) =


0, äëÿ r 6 R1;
4

3
πρ

r3 −R3
1

r3
r, äëÿ R1 < r 6 R2;

4

3
πρ

R3
2 −R3

1

r3
r, äëÿ r > R2.

2.6.Ïðÿìîé êðóãëûé öèëèíäð áåñêîíå÷íîé äëèíû ñ ðàäèóñîì ñå÷åíèÿ R
çàðÿæåí ðàâíîìåðíî ñ îáúåìíîé ïëîòíîñòüþ ρ. Íàéòè âåëè÷èíó íàïðÿæåí�
íîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E âî âñåõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà: à) ïî òåîðåìå
Ãàóññà; á) íåïîñðåäñòâåííî ðåøàÿ óðàâíåíèå Ïóàññîíà.

Îòâåò: E(r) =

{
2πρr, äëÿ r 6 R,

2πρR2/r, äëÿ r > R,

r − ðàññòîÿíèå äî îñè öèëèíäðà.

2.7. Çàðÿä ðàñïðåäåëåí â ïðîñòðàíñòâå ïî ïåðèîäè÷åñêîìó çàêîíó ρ(x, y, z) =
= ρ0 cosαx cos βy cos γz. Âû÷èñëèòü ïîòåíöèàë φ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ.

2.8.Êàêèì äîëæíî áûòü ðàñïðåäåëåíèå çàðÿäîâ, ÷òîáû ñîçäàííûé èìè
ïîòåíöèàë èìåë â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ âèä

φ(r) =
e0
a

(a
r
+ 1

)
exp

(
−2r

a

)
,

ãäå e0, a � ïîñòîÿííûå?

Îòâåò: Òî÷å÷íûé çàðÿä e0 â íà÷àëå êîîðäèíàò, îêðóæåííûé îáúåìíûì

çàðÿäîì ñ ïëîòíîñòüþ ρ(r) = − e0
πa3

e−
2r
a .

2.9. Çàðÿä ðàñïðåäåëåí ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûì îáðàçîì: ρ = ρ(r).
Çàïèñàòü φ è E â âèäå îäíîêðàòíûõ èíòåãðàëîâ ïî r, ðàçáèâ ðàñïðåäåëåíèå
çàðÿäîâ íà ñôåðè÷åñêèå ñëîè.

Îòâåò: φ(r) =
4π

r

r∫
0

ρ(r′)r′2dr′ + 4π

∞∫
r

ρ(r′)r′dr′;

E(r) =
4πr

r3

r∫
0

ρ(r′)r′2dr′.
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2.10.Îñíîâûâàÿñü íà ðåçóëüòàòå ïðåäûäóùåé çàäà÷è, íàéòè ïîòåíöèàë
è íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ ðàâíîìåðíî çàðÿæåííîãî øàðà.

2.11. Âûðàçèòü ïîòåíöèàë φ ðàâíîìåðíî çàðÿæåííîãî òîíêîãî êîëüöà ñ
çàðÿäîì q è ðàäèóñîì R ÷åðåç îäíîêðàòíûé èíòåãðàë.
Óêàçàíèå: ïðîâåñòè ïëîñêîñòü xz ÷åðåç òî÷êó íàáëþäåíèÿ.

Îòâåò: φ(r, θ) =
q

π

π∫
0

dα′
√
r2 +R2 − 2rR sin θ cosα′

.

2.12.Íàéòè ïîòåíöèàë è íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â öåíòðå
îêðóæíîñòè ðàäèóñîì a, ÷àñòüþ êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ äóãà, ðàâíîìåðíî çàðÿ�
æåííàÿ ñ ëèíåéíîé ïëîòíîñòüþ λ. Öåíòðàëüíûé óãîë äóãè 2α0 (ðèñ. 13).

Îòâåò: φ = 2λα0; E =
2λ

a
sinα0.

y

E

dE

l

2a
0

a

dq

Ðèñ. 13

2.13. Çàðÿä ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåí ïî îòðåçêó ñ ëèíåéíîé ïëîòíîñòüþ
λ. Âû÷èñëèòü íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ â òî÷êå A, ïîëîæåíèå êîòîðîé ïî îòíî�
øåíèþ ê îòðåçêó çàäàíî ðàññòîÿíèåì y äî ïðÿìîé è äâóìÿ óãëàìè α1 è α1

(ðèñ. 14).
Óêàçàíèå: èñïîëüçîâàòü ïåðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ x = −y ctgα.

Îòâåò: Ex =
λ

y
(sinα2 − sinα1), Ey =

λ

y
(cosα1 − cosα2).
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dE
y

dE
x

dE

y

x

A

r

a
2

aa
1

dq

Ðèñ. 14

2.14.Øàð ðàäèóñîì R çàðÿæåí ñ îáúåìíîé ïëîòíîñòüþ ρ = ρ0 cos θ.
Íàéòè ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà.

Îòâåò: φ(r) =


πρ0r

(
4

3
R− r

)
cos θ ïðè r 6 R,

πρ0R
4

3

cos θ

r2
ïðè r > R.

2.15.Íàéòè äèïîëüíûé ìîìåíò òîíêîãî ñòåðæíÿ äëèíîé 2l, ëèíåéíàÿ
ïëîòíîñòü çàðÿäà íà êîòîðîì èçìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó λ = kx (k � êîíñòàíòà,
îñü x íàïðàâëåíà âäîëü ñòåðæíÿ).

Îòâåò: d =
2

3
kl3i.

2.16. Ñôåðà ðàäèóñîì R ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò çàðÿæåíà ñ ïî�
âåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ σ = κz, ãäå κ � êîíñòàíòà, z � êîîðäèíàòà ñîîò�
âåòñòâóþùåé òî÷êè ñôåðû. Íàéòè äèïîëüíûé ìîìåíò d ñôåðû.

Îòâåò: d =
4π

3
κR4k.

2.17. Â áåñêîíå÷íîé ïëîñêîñòè, çàðÿæåííîé ñ ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ
σ, âûðåçàíî îòâåðñòèå ïëîùàäüþ S. Íàéòè íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ íà áîëüøèõ
ðàññòîÿíèÿõ îò îòâåðñòèÿ, ó÷èòûâàÿ ÷ëåíû ∼ 1/r2 âêëþ÷èòåëüíî.

2.18.Îêðóæíîñòü ñîñòîèò èç äâóõ ïîëóîêðóæíîñòåé, ðàâíîìåðíî çàðÿ�
æåííûõ çàðÿäàìè îäèíàêîâîé âåëè÷èíû è ïðîòèâîïîëîæíîãî çíàêà. Îïðå�
äåëèòü êîìïîíåíòû âåêòîðà äèïîëüíîãî ìîìåíòà è òåíçîðà êâàäðóïîëüíîãî
ìîìåíòà.

2.19. Çàðÿäû q, −2q, q ðàñïîëîæåíû íà îñè z â òî÷êàõ ñ êîîðäèíàòàìè
−a, 0, a ñîîòâåòñòâåííî (ëèíåéíûé êâàäðóïîëü). Íàéòè ïîòåíöèàë φ íà
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áîëüøîì ðàññòîÿíèè îò ñèñòåìû.

Îòâåò: φ ≈ 2qa2

r3
P2(cos θ); P2(x) =

1

2
(3x2 − 1).

2.20. Âû÷èñëèòü ñîáñòâåííóþ ýëåêòðè÷åñêóþ ýíåðãèþ U çàðÿæåííîãî
øàðà ðàäèóñîì R, åñëè çàðÿä Q ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåí ïî îáúåìó øàðà.

Îòâåò: U =
3Q2

5R
.

2.21.Äèïîëü ñ ìîìåíòîì d1 ðàñïîëîæåí â íà÷àëå êîîðäèíàò, äðóãîé
äèïîëü ñ ìîìåíòîì d2 íàõîäèòñÿ â òî÷êå ñ ðàäèóñîì-âåêòîðîì r. Íàéòè
ýíåðãèþ âçàèìîäåéñòâèÿ äèïîëåé.

Îòâåò: U =
d1d2

r3
− 3(d1r)(d2r)

r5
.

2.22.Øàð ðàäèóñîì R îäíîðîäíî çàðÿæåí ñ îáúåìíîé ïëîòíîñòüþ ρ. Èñ�
ïîëüçóÿ ìàêñâåëëîâñêèé òåíçîð íàòÿæåíèé, íàéòè ñèëó F, ðàçðûâàþùóþ
øàð íà äâå ðàâíûå ïîëîâèíû. Ïîäòâåðäèòü ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò íåçàâè�

ñèìûì âû÷èñëåíèåì ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû F =

∫
ρEdV , ãäå E �

íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ øàðà.

Îòâåò: F =
3Q2

16R2
.

Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà: [1, ãë. I], [2, ãë. II], [3, ãë. 2], [4, ãë. 3, 4].

3. Ïîñòîÿííîå ìàãíèòíîå ïîëå

Ïîñòîÿííîå ìàãíèòíîå ïîëå â âàêóóìå ñîçäàåòñÿ ïîñòîÿííûìè òîêàìè.
Ðàñïðåäåëåíèå òîêîâ â ïðîñòðàíñòâå õàðàêòåðèçóåòñÿ îáúåìíîé ïëîòíîñòüþ
j(r), à íà ïîâåðõíîñòè � ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ i(r). Êðîìå òîãî, â
ïðîñòðàíñòâå ìîæåò áûòü çàäàí ëèíåéíûé òîê J , òåêóùèé ïî î÷åíü òîíêîìó
äëèííîìó ïðîâîäíèêó.

Èíäóêöèÿ ïîñòîÿííîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ B óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì
Ìàêñâåëëà

divB = 0, (3.1)

rotB =
4π

c
j. (3.2)

Èíòåãðàëüíàÿ ôîðìà âòîðîãî èç íèõ∮
L

Bdl =
4π

c

∫
S

jdS (3.3)
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íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé î öèðêóëÿöèè ìàãíèòíîé èíäóêöèè èëè çàêîíîì Àì�
ïåðà. Ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè

J =

∫
S

jdS (3.4)

äàåò ïîëíûé òîê J ÷åðåç ïîâåðõíîñòü S, îïèðàþùóþñÿ íà êîíòóð L. Òåîðå�
ìà î öèðêóëÿöèè íàèáîëåå ïðîñòî ïîçâîëÿåò íàéòè èíäóêöèþ ìàãíèòíîãî
ïîëÿ, êîãäà ðàñïðåäåëåíèå òîêà îáëàäàåò àêñèàëüíîé ñèììåòðèåé èëè ñèì�
ìåòðèåé îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè.

Îò äâóõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà (3.1), (3.2) óäîáíî ïåðåéòè ê îäíîìó
óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà íà âåêòîðíûé ïîòåíöèàë A, êîòîðûé îïðåäåëÿ�
åòñÿ ñîîòíîøåíèåì

B = rotA. (3.5)

Âåêòîðíûé ïîòåíöèàë îïðåäåëåí íåîäíîçíà÷íî, òàê êàê èíäóêöèÿ B íå
ìåíÿåòñÿ, åñëè ïåðåéòè ê äðóãîìó âåêòîðíîìó ïîòåíöèàëó ïðè ïîìîùè ïðå�
îáðàçîâàíèÿ

A′ = A+ gradχ, (3.6)

ãäå χ = χ(r) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Ïîëüçóÿñü íåîäíîçíà÷íîñòüþ â âû�
áîðå âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà, íà íåãî íàêëàäûâàþò äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå

divA = 0. (3.7)

Â ýòîì ñëó÷àå âåêòîðíûé ïîòåíöèàë ìàãíèòíîãî ïîëÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâ�
íåíèþ Ïóàññîíà

∆A = −4π

c
j. (3.8)

Ñîãëàñíî (3.8), (3.5) âåêòîðíûé ïîòåíöèàë è ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ ïîëÿ
îáúåìíûõ òîêîâ ïðåäñòàâëÿþòñÿ îáúåìíûìè èíòåãðàëàìè

A(r) =
1

c

∫
j(r′)dV ′

|r− r′|
, (3.9)

B(r) =
1

c

∫
[j(r′), r− r′]

|r− r′|3
dV ′. (3.10)

Ôîðìóëó (3.10) ìîæíî ïîëó÷èòü òàêæå èç çàêîíà Áèî � Ñàâàðà è ïðèíöèïà
ñóïåðïîçèöèè.

Â ñëó÷àå ëèíåéíîãî òîêà âåëè÷èíû A è B ïîëó÷àþòñÿ èç âûðàæåíèé
(3.9), (3.10) ñ ïîìîùüþ çàìåíû

j(r′)dV ′ → Jdl′, (3.11)
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êîòîðàÿ ïðåîáðàçóåò îáúåìíûå èíòåãðàëû (3.9), (3.10) â êðèâîëèíåéíûå.
Àíàëîãè÷íî äëÿ ïîâåðõíîñòíûõ òîêîâ â èíòåãðàëàõ (3.9), ( 3.10) ñëåäóåò
ñäåëàòü çàìåíó

j(r′)dV ′ → i(r′)dS ′. (3.12)

Íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ r îò îãðàíè÷åííîé îáëàñòè, â êîòîðîé òåêóò
òîêè, âåêòîðíûé ïîòåíöèàë è èíäóêöèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðèíèìàþò âèä

A(r) =
[Mr]

r3
, (3.13)

B(r) =
3(Mr)r

r5
− M

r3
, (3.14)

ãäå M � ìàãíèòíûé ìîìåíò ñèñòåìû. Â ñëó÷àå îáúåìíûõ òîêîâ

M =
1

2c

∫
[rj(r)] dV. (3.15)

Â ñëó÷àå ïëîñêîãî êîíòóðà ìàãíèòíûé ìîìåíò îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíè�
åì òîêà J íà ïëîùàäü êîíòóðà S (ò.å. íå çàâèñèò îò ôîðìû êîíòóðà) è
íàïðàâëåí ïî íîðìàëè ê ïëîñêîñòè êîíòóðà n:

M =
J

c
Sn. (3.16)

Ýíåðãèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ

U =
1

8π

∫
B2dV (3.17)

ìîæíî òàêæå âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå

U =
1

2c

∫
jAdV. (3.18)

Ñèëà F, ïðèëîæåííàÿ ê îáúåìíîìó òîêó âî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå ñ
èíäóêöèåé B, èìååò âèä

F =
1

c

∫
[jB]dV, (3.19)

à ìàãíèòíàÿ ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ óêàçàííîãî òîêà ñ âíåøíèì ìàãíèò�
íûì ïîëåì âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âåêòîðíûé ïîòåíöèàë A ýòîãî ïîëÿ

U =
1

c

∫
jAdV. (3.20)

Åñëè èíäóêöèÿ B âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ ìàëî ìåíÿåòñÿ íà ïðîòÿ�
æåíèè îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà, ãäå òåêóò òîêè, òî ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ
(3.20) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ìàãíèòíûé ìîìåíò M òîêîâ

U = MB. (3.21)
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Ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà MB â ìàãíèòîñòàòèêå íå ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíîé
ýíåðãèåé. Â ñâÿçè ñ ýòèì ââîäÿò â ðàññìîòðåíèå ïîòåíöèàëüíóþ ôóíêöèþ
V , êîòîðàÿ îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé −MB. Ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïîçâîëÿåò
ïðåäñòàâèòü ñèëó, ïðèëîæåííóþ ê ìàãíèòíîìó ìîìåíòó âî âíåøíåì ìàã�
íèòíîì ïîëå â îáû÷íîé ôîðìå F = − gradV . Òàêèì îáðàçîì, â êâàçèîäíî�
ðîäíîì âíåøíåì ïîëå B íà ìàãíèòíûé ìîìåíò äåéñòâóåò ñèëà

F = ∇(MB) (3.22)

è ìîìåíò ñèë
K = [MB]. (3.23)

Ñóììàðíóþ îáúåìíóþ ñèëó (3.19) ìîæíî çàìåíèòü ñèñòåìîé ïîâåðõíîñò�
íûõ ñèë, ïðèëîæåííûõ ê ïîâåðõíîñòè îáúåìà V , âíóòðè êîòîðîãî òåêóò
òîêè ñ îáúåìíîé ïëîòíîñòüþ j,

Fα =
1

c

∫
V

[jB]αdV =

∮
S

TαβnβdS, (3.24)

ãäå n � îðò âíåøíåé íîðìàëè çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè S, îãðàíè÷èâàþùåé
îáúåì V , à Tαβ � ìàêñâåëëîâñêèé òåíçîð íàòÿæåíèé:

Tαβ =
1

4π

(
BαBβ −

1

2
B2δαβ

)
. (3.25)

Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷

Ïðèìåð 3.1. Ïî áåñêîíå÷íîìó öèëèíäðó ðàäèóñîì R ïàðàëëåëüíî åãî
îñè òå÷åò îäíîðîäíûé òîê ñ îáúåìíîé ïëîòíîñòüþ j. Íàéòè èíäóêöèþ ìàã�
íèòíîãî ïîëÿ âíóòðè è ñíàðóæè öèëèíäðà (ðèñ. 15).

Ðåøåíèå. Íàèáîëåå ïðîñòî çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû î
öèðêóëÿöèè. Èç ñèììåòðèè ñèñòåìû ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð èíäóêöèè B â ïðî�
èçâîëüíîé òî÷êå íàïðàâëåí ïî êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì íà îñè
öèëèíäðà è ïëîñêîñòüþ, îðòîãîíàëüíîé îñè. Âåëè÷èíà âåêòîðà B çàâèñèò
òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ r äî îñè öèëèíäðà. Âûáèðàÿ îêðóæíîñòü ðàäèóñîì r
â êà÷åñòâå êîíòóðà äëÿ òåîðåìû î öèðêóëÿöèè (3.3), ïðè r > R ïîëó÷èì

B · 2πr = 4π

c
jπR2. Àíàëîãè÷íî ïðè r < R èìååì B · 2πr = 4π

c
jπr2. Èç ýòèõ

ðàâåíñòâ íàõîäèì ìàãíèòíóþ èíäóêöèþ:

B =


2πjr

c
ïðè r 6 R,

2πjR2

cr
ïðè r > R.

J
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j

r>R

r<R

Ðèñ. 15

Ïðèìåð 3.2. Ïî ïëîñêîñòè xy ïàðàëëåëüíî îñè y òå÷åò îäíîðîäíûé
òîê ñ ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòüþ i (ðèñ. 16). Íàéòè èíäóêöèþ ìàãíèòíîãî ïî�
ëÿ.

Ðåøåíèå. Ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ íàä ïëîñêîñòüþ ïðè z > 0 íàïðàâëåíà

l
i

y

x

z

Ðèñ. 16

âäîëü îñè x, à ïðè z < 0 � ïðîòèâîïîëîæíî x (â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ,
ðàññìîòðåâ âêëàä äâóõ ëèíèé òîêà, ðàñïîëîæåííûõ ñèììåòðè÷íî ïî îòíî�
øåíèþ ê äàííîé òî÷êå). Âûáåðåì ïðÿìîóãîëüíûé êîíòóð, îäíà ñòîðîíà êî�
òîðîãî ïðîõîäèò íàä ïëîñêîñòüþ â íàïðàâëåíèè x, à äðóãàÿ � ñèììåòðè÷íî

åé ïîä ïëîñêîñòüþ. Èç òåîðåìû î öèðêóëÿöèè ïîëó÷èì: 2Bl =
4π

c
il, ò.å.

B =
2πi

c
. J

Ïðèìåð 3.3. Áåñêîíå÷íûé öèëèíäð ðàäèóñîì R, ðàâíîìåðíî çàðÿæåí�
íûé ñ îáúåìíîé ïëîòíîñòüþ ρ, âðàùàåòñÿ âîêðóã ñâîåé îñè ñ ïîñòîÿííîé
óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω. Íàéòè âåêòîðíûé ïîòåíöèàë A è èíäóêöèþ B ìàã�
íèòíîãî ïîëÿ âíóòðè è ñíàðóæè öèëèíäðà.
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Ðåøåíèå. Áóäåì èñêàòü ìàãíèòíîå ïîëå, ðåøàÿ óðàâíåíèå Ïóàññîíà (3.8).
Âðàùàþùèéñÿ öèëèíäð ñîçäàåò â ïðîñòðàíñòâå òîê ñ îáúåìíîé ïëîòíîñòüþ

jr = jz = 0, jφ =

{
ρωr ïðè r 6 R,

0 ïðè r > R.

Íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ëàïëàñèàí â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ (Ï.13)
è ó÷åñòü, ÷òî èç ñèììåòðèè çàäà÷è ñëåäóþò ðàâåíñòâà Ar = Az = 0 è
Aφ = A(r).

Ôóíêöèÿ

A(r) =

{
A1(r) ïðè r 6 R,

A2(r) ïðè r > R

âíóòðè è ñíàðóæè öèëèíäðà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì Ýéëåðà

r2
d2A1

dr2
+ r

dA1

dr
− A1 = −4π

c
ρωr3, (3.26)

r2
d2A2

dr2
+ r

dA2

dr
− A2 = 0 (3.27)

è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

A1(R) = A2(R),
dA1(R)

dr
=

dA2(R)

dr
. (3.28)

Âåêòîðíûé ïîòåíöèàë íåïðåðûâåí â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà, à âäà�
ëè îò öèëèíäðà íå âîçðàñòàåò. Äåéñòâèòåëüíî, âðàùàþùèéñÿ öèëèíäð ìîæ�
íî ðàññìàòðèâàòü êàê ñîâîêóïíîñòü êîëüöåâûõ òîêîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, âåê�
òîðíûé ïîòåíöèàë îòäåëüíîãî ó÷àñòêà öèëèíäðà óáûâàåò íà áåñêîíå÷íîñòè
êàê 1/r2. Ïîëíûé âåêòîðíûé ïîòåíöèàë ðàâåí ñóììå (òî÷íåå èíòåãðàëó)
âêëàäîâ îò âñåõ ó÷àñòêîâ öèëèíäðà, ïîýòîìó çàêîí åãî óáûâàíèÿ A2 ∼ 1/r.

×àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.26), î÷åâèäíî, A1,÷ð = − π

2c
ρωr3. Îáùåå

ðåøåíèå îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé (3.26) è (3.27) èùåòñÿ â âèäå crs, ãäå êîí�
ñòàíòû c è s ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ. Ïîäñòàâëÿÿ crs â óðàâíåíèå (3.26) è
ñîêðàùàÿ íà îáùèé ìíîæèòåëü, ïîëó÷àåì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå

s2 − 1 = 0

ñ êîðíÿìè s1 = 1 è s2 = −1. Çíà÷èò, îáùèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (3.26) è
(3.27) èìåþò âèä

A1 = C1r +
C2

r
− π

2c
ρωr3, A2 = C3r +

C4

r
.

46



Èç íåïðåðûâíîñòè ïîòåíöèàëà ïðè r = 0 è èç îáðàùåíèÿ åãî â íóëü ïðè
r → ∞ ñëåäóåò, ÷òî C2 = C3 = 0. Äâå äðóãèå ïîñòîÿííûå îïðåäåëÿþò�
ñÿ èç óñëîâèé ñøèâêè (3.28) ïðè r = R. Îïóñêàÿ âû÷èñëåíèÿ, ïðèâåäåì
îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò:

ïðè r 6 R

A1r = A1z = 0, A1φ =
π

c
ρωr(R2 − r2

2
), B1 =

2π

c
ρ(R2 − r2)ω;

ïðè r > R

A2r = A2z = 0, A2φ =
πρωR4

2cr
, B2 = 0. J

Ïðèìåð 3.4. Çàðÿä Q îäíîðîäíî çàïîëíÿåò îáúåì øàðà ðàäèóñîì R.
Íàéòè ìàãíèòíóþ èíäóêöèþ B â öåíòðå øàðà, åñëè ïîñëåäíèé âðàùàåòñÿ
âîêðóã ñâîåãî äèàìåòðà ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω.

Ðåøåíèå. Ïîìåñòèì íà÷àëî êîîðäèíàò â öåíòð øàðà è íàïðàâèì îñü z
âäîëü âåêòîðà ω. Ñîãëàñíî (3.10) ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ â öåíòðå øàðà äàåòñÿ
âûðàæåíèåì

B(0) =
1

c

∫
[r j(r)]

r3
dV,

ãäå øòðèõ ó ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ îïóùåí. Â ðåçóëüòàòå âðàùåíèÿ
âíóòðè øàðà èìååòñÿ òîê ñ îáúåìíîé ïëîòíîñòüþ j(r) = ρv = ρ[ωr], ãäå

ρ =
3Q

4πR3
. Ðàñêðûâàÿ äâîéíîå âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå, ïîëó÷àåì

B(0) =
1

c

∫
ρ
r2ω − (ωr)r

r3
dV.

Âåêòîð B(0) íå èìååò ïðîåêöèé íà îñè x è y (ïðîâåðüòå!) è ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåí êàê

B(0) =
ω

c

∫
ρ(1− cos2 θ)

r
dV.

Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþáîãî òåëà âðàùåíèÿ, âíóòðè
êîòîðîãî ðàñïðåäåëåí çàðÿä ñ îáúåìíîé ïëîòíîñòüþ ρ = ρ(r, θ). Âû÷èñëÿÿ
îáúåìíûé èíòåãðàë â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ äëÿ ðàâíîìåðíî çàðÿæåí�
íîãî øàðà

B(0) = ρ
ω

c

R∫
0

rdr

π∫
0

(1− cos2 θ) sin θdθ

2π∫
0

dφ,

íàõîäèì

B(0) =
Qω

cR
. J
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Ïðèìåð 3.5. Â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ êîìïîíåíòû âåêòîðà j ñðåä�
íåé îáúåìíîé ïëîòíîñòè îðáèòàëüíîãî òîêà, òåêóùåãî â âîçáóæäåííîì àòî�
ìå âîäîðîäà,èìåþò âåëè÷èíó

jr = jθ = 0, jφ =
1

2 · 38
e~

πma7
r3e−

2r
3a sin3 θ,

ãäå a � áîðîâñêèé ðàäèóñ, ~ � ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà, m è e � ìàññà è çàðÿä
ýëåêòðîíà, à r � ðàññòîÿíèå äî ïðîòîíà. Îðáèòàëüíûé òîê ñîçäàåò â ïðî�
ñòðàíñòâå ìàãíèòíîå ïîëå. Íàéòè èíäóêöèþ ýòîãî ïîëÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò.

Ðåøåíèå. Ïî çàêîíó Áèî � Ñàâàðà ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ â íà÷àëå êî�
îðäèíàò äàåòñÿ âûðàæåíèåì

B(0) =
1

c

∫
[r j(r)]

r3
dV.

Èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè ÿñíî, ÷òî â íà÷àëå êîîðäèíàò âåêòîð B èìååò
òîëüêî z-êîìïîíåíòó. Îáúåìíûé èíòåãðàë â ïðåäûäóùåé ôîðìóëå óäîáíî
âû÷èñëÿòü â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ. Âûðàæàÿ ÷åðåç íèõ [rj]z = xjy−yjz,
ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé

x = r sin θ cosφ, y = r sin θ sinφ,

jx = −jφ sinφ, jy = jφ cosφ,

ïîëó÷àåì

Bz(0) =
1

c

1

2 · 38
e~

πma7

∞∫
0

r3e−
2r
3adr

π∫
0

sin5 θdθ

2π∫
0

dφ.

Ïîñêîëüêó

∞∫
0

r3e−αrdr = (−1)3
∂3

∂α3

∞∫
0

e−αrdr =
3!

α4

è
π∫

0

sin5 θdθ = −
π∫

0

(1− cos2 θ)2d(cos θ) =
16

15
,

òî îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì

Bz(0) =
2e~

405mca3
.

Ïðîâåðüòå íåïîñðåäñòâåííûì ðàñ÷åòîì, ÷òî Bx(0) = By(0) = 0. J
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Ïðèìåð 3.6. Òîê J òå÷åò ïî òîíêîìó ïðîâîäíèêó, îáðàçóþùåìó êâàä�
ðàò ñî ñòîðîíîé 2a. Íàéòè ìàãíèòíóþ èíäóêöèþ B íà îñè, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç öåíòð êâàäðàòà ïåðïåíäèêóëÿðíî åãî ïëîñêîñòè. Èññëåäóÿ B íà áîëü�
øèõ ðàññòîÿíèÿõ, íàéòè ìàãíèòíûé ìîìåíò M.

Ðåøåíèå. Ðàñïîëîæèì êâàäðàò â ïëîñêîñòè xy òàê, ÷òîáû åãî ñòîðîíû
áûëè ïàðàëëåëüíû îñÿì, à îñü z ïðîõîäèëà ÷åðåç öåíòð êâàäðàòà è îáðàçî�
âûâàëà ñ íàïðàâëåíèåì òîêà ïðàâîâèíòîâóþ ñèñòåìó. Î÷åâèäíî, ÷òî íà îñè
êâàäðàòà âåêòîð èíäóêöèè èìååò òîëüêî êîìïîíåíòó Bz, ïðè÷åì òîê â êàæ�
äîé ñòîðîíå äàåò â íåå îäèíàêîâûé âêëàä. Ïîýòîìó òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü

Bz(z) =
J

c

∮
[dl, r− r′]z
|r− r′|3

=
4J

c

a∫
−a

ady′

(y′2 + a2 + z2)3/2
=

=
8J

c

a∫
0

ady′

(y′2 + a2 + z2)3/2

(èíòåãðèðóåì ïî ñòîðîíå, ïàðàëëåëüíîé îñè y). Âîçíèêøèé èíòåãðàë∫
dx

(x2 + b2)3/2
=

1

b2
x

(x2 + b2)1/2
+ C

ìîæíî âçÿòü ïîäñòàíîâêîé x = b/t (ïðîäåëàéòå âû÷èñëåíèÿ!). Îêîí÷àòåëü�
íî

B =
8a2J

c(z2 + a2)
√
z2 + 2a2

k.

Íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò êîíòóðà, |z| ≫ a, âûðàæåíèå äëÿ èíäóêöèè
óïðîùàåòñÿ:

B =
8a2J

c|z|3
k.

Ñðàâíèâàÿ ýòó ôîðìóëó ñ îáùèì âûðàæåíèåì (3.14) äëÿ èíäóêöèè íà áîëü�
øîì ðàññòîÿíèè îò ñèñòåìû òîêîâ, êîòîðîå â íàøåì ñëó÷àå (êîãäà ìàãíèò�
íûé ìîìåíòM è ðàäèóñ-âåêòîð r, ïðîâåäåííûé â òî÷êó íàáëþäåíèÿ, ëåæàò
íà îäíîé ïðÿìîé, à r = |z|) ïðèíèìàåò âèä

B =
2M

|z|3
,

âèäèì, ÷òî M =
4a2J

c
â ñîîòâåòñòâèè ñ (3.16). J
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Ïðèìåð 3.7. Êîíè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü x2 + y2 = z2, 0 6 z 6 h, ðàâíî�
ìåðíî çàðÿæåííàÿ ñ ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ σ, âðàùàåòñÿ âîêðóã ñâîåé
îñè ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω. Íàéòè èíäóêöèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ â âåðøèíå
êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè.

Ðåøåíèå. Èç ôîðìóë (3.10), (3.12) ïîëó÷àåì èñõîäíîå âûðàæåíèå äëÿ
ìàãíèòíîé èíäóêöèè â âåðøèíå:

B(0) =
1

c

∫
[ri]

r3
dS,

ãäå èíòåãðèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî ïîâåðõíîñòè êîíóñà. Âûðàçèâ ïëîòíîñòü
ïîâåðõíîñòíîãî òîêà ÷åðåç ïëîòíîñòü çàðÿäà è óãëîâóþ ñêîðîñòü i = σ[ωr]
è ðàñêðûâàÿ äâîéíîå âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå, ïîëó÷èì

B(0) =
σ

c

∫
ωr2 − r(ωr)

r3
dS.

Ïðîâåäåì èíòåãðèðîâàíèå â ö.ñ.ê. ρ, φ, z. Ýëåìåíò ïëîùàäè íà ïîâåðõíî�
ñòè êîíóñà ñ óãëîì α ìåæäó îñüþ è îáðàçóþùåé çàïèñûâàåòñÿ êàê dS =
= ρdρdφ/ sinα (â ÷åì ìîæíî óáåäèòüñÿ, ñïðîåêòèðîâàâ dS íà ïëîñêîñòü
xy). Â íàøåì ñëó÷àå α = π/4, ïîýòîìó z = ρ = r/

√
2. Ïðîâîäÿ âû÷èñëå�

íèÿ, íàõîäèì

B(0) =
π

c
hσω. J

Ïðèìåð 3.8. Ïî òîíêîìó êîëüöó ðàäèóñîì R òå÷åò òîê J . Íàéòè ìàã�
íèòíóþ èíäóêöèþ B íà îñè êîëüöà (ðèñ. 17).

Ðåøåíèå. ÂåêòîðB íàïðàâëåí âäîëü îñè z. Âêëàä âB òîêà â ýëåìåíòå
äóãè ñ óãëîâûì ðàçìåðîì dφ

dBz = dB sinα =
J

c

Rdφ

R2 + z2
R√

R2 + z2
.

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî φ ïîëó÷èì

B =
2πJR2

c(R2 + z2)3/2
n,

ãäå n � âåêòîð íîðìàëè ê ïëîñêîñòè êîëüöà, îáðàçóþùèé ñ íàïðàâëåíè�
åì òîêà J ïðàâîâèíòîâóþ ñèñòåìó. Íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè îò êîíòóðà
(|z| ≫ R) ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ

B ≈ 2J(πR2)

c|z|3
n

âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ìàãíèòíûé ìîìåíò M =
J

c
Sn. J
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B

df

A

a

J

Ðèñ. 17

Ïðèìåð 3.9. Íàéòè ìàãíèòíóþ èíäóêöèþ, ñîçäàâàåìóþ ïðÿìûì îòðåç�
êîì ïðîâîäà â òî÷êå A, ïîëîæåíèå êîòîðîé îòíîñèòåëüíî îòðåçêà çàäàåòñÿ
ðàññòîÿíèåì y äî ïðÿìîé è óãëàìè α1 è α2. (ðèñ. 18

B

y

x

A

r
a

1
aa

2

dx

J

Ðèñ. 18

Ðåøåíèå. Òîê â ýëåìåíòå dx ñîçäàåò ïîëå dB =
Jdx

cr2
sinα, íàïðàâëåí�

íîå ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç îòðåçîê è òî÷êó A. Èí�
òåãðèðîâàòü óäîáíî ïî óãëó α, ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî r = y/ sinα è çàìåíÿÿ
ïåðåìåííóþ:

x = −yctgα, dx =
y

sin2 α
dα.
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Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

B =
J

cy
(cosα1 − cosα2).

Ïîëàãàÿ α1 = 0, α2 = π, íàõîäèì ìàãíèòíóþ èíäóêöèþ áåñêîíå÷íîãî ïðî�
âîäà ñ òîêîì

B =
2J

cy
. J

Ïðèìåð 3.10. Â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ êîìïîíåíòû âåêòîðà j ñðåä�
íåé îáúåìíîé ïëîòíîñòè îðáèòàëüíîãî òîêà, òåêóùåãî â âîçáóæäåííîì àòî�
ìå âîäîðîäà, ñîñòàâëÿþò

jr = jθ = 0, jφ =
1

38
e~

πma7
r3e−

2r
3a sin θ cos2 θ,

ãäå a � áîðîâñêèé ðàäèóñ, ~ � ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà, m è e � ìàññà è çàðÿä
ýëåêòðîíà, à r � ðàññòîÿíèå äî ïðîòîíà. Âû÷èñëèòü ìàãíèòíûé ìîìåíò M
îðáèòàëüíîãî òîêà.

Ðåøåíèå. Èñõîäèì èç îïðåäåëåíèÿ ìàãíèòíîãî ìîìåíòà (3.15) è âû�
÷èñëÿåì îáúåìíûé èíòåãðàë îò âåêòîðíîé ôóíêöèè â âûáðàííîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò ïî êîìïîíåíòàì (àíàëîãè÷íî çàäà÷å 3.5 äàííîãî ðàçäåëà). Î÷å�
âèäíî, Mx = My = 0, à äëÿ Mz ïîëó÷àåì ïðîìåæóòî÷íîå âûðàæåíèå

Mz =
1

2c

1

38
e~

πma7

∞∫
0

r6e−
2r
3adr

π∫
0

sin3 θ cos2 θdθ

2π∫
0

dφ.

Âû÷èñëÿÿ

∞∫
0

r6e−
2r
3adr =

6!

(2/3a)7
,

π∫
0

sin3 θ cos2 θdθ =
4

15
,

íàõîäèì ìàãíèòíûé ìîìåíò îðáèòàëüíîãî òîêà

Mx = My = 0, Mz =
e~
2mc

. J

Ïðèìåð 3.11. Âíóòðåííèé ìàãíèòíûé ìîìåíò ýëåêòðîíà ïî àáñîëþò�

íîé âåëè÷èíå ðàâåí ìàãíåòîíó Áîðà µ0 =
|e|~
2mc

. Ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîé ìî�

äåëè ýëåêòðîí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíîðîäíî çàðÿæåííûé øàð ðàäèóñîì
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r0 =
e2

mc
. Ðàññìàòðèâàÿ âíóòðåííèé ìàãíèòíûé ìîìåíò êàê ðåçóëüòàò âðà�

ùåíèÿ ýëåêòðîíà âîêðóã ñâîåé îñè ñèììåòðèè, îïðåäåëèòü óãëîâóþ ñêîðîñòü
ω ýòîãî âðàùåíèÿ.

Ðåøåíèå. Âû÷èñëèì ìàãíèòíûé ìîìåíò ðàâíîìåðíî çàðÿæåííîãî øà�
ðà, âðàùàþùåãîñÿ âîêðóã ñâîåé îñè ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω:

M =
1

2c

∫
[rj]dV = {j = ρ[ωr]} =

ρω

2c

∫
r2(1− cos2 θ)dV =

er20
5c

ω. (3.29)

Ïðèðàâíèâàÿ âû÷èñëåííîå è ýêñïåðèìåíòàëüíîå çíà÷åíèÿ àáñîëþòíîé âå�
ëè÷èíû ìàãíèòíîãî ìîìåíòà

|e|r20ω
5c

=
|e|~
2mc

,

íàõîäèì óãëîâóþ ñêîðîñòü, ñ êîòîðîé äîëæåí âðàùàòüñÿ ýëåêòðîí:

ω =
5~

2mr20
.

Ïîäñòàâëÿÿ ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ êîíñòàíò, íàõîäèì ω ≈
≈ 1025 ñ−1. Òàê êàê êëàññè÷åñêèé ðàäèóñ ýëåêòðîíà r0 = e2/mc2 ≈ 10−13 ñì,
òî ëèíåéíàÿ ñêîðîñòü ¾òî÷åê ýëåêòðîíà¿, ëåæàùèõ íà ýêâàòîðå, èìååò âåëè�
÷èíó v = ωr0 ≈ 1012 ñì/ñ, ò.å. íà äâà ïîðÿäêà ïðåâîñõîäèò ñêîðîñòü ñâåòà.
Òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðåííàÿ ìîäåëü ñïèíîâîãî ìàãíèòíîãî ìîìåíòà ïðî�
òèâîðå÷èò âòîðîìó ïîñòóëàòó ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè. J

Ïðèìåð 3.12. Òîê J îäíîðîäíî ðàñïðåäåëåí ïî ñå÷åíèþ áåñêîíå÷íîãî
öèëèíäðà ðàäèóñîì R. Èñïîëüçóÿ ìàêñâåëëîâñêèé òåíçîð íàòÿæåíèé, íàéòè
ñèëó F, ïðèæèìàþùóþ äðóã ê äðóãó äâå îäèíàêîâûå ïîëîâèíû öèëèíäðà.
Çäåñü F � ñèëà, ïðèëîæåííàÿ ê åäèíèöå äëèíû îäíîé èç ïîëîâèí öèëèíäðà.
Ïîäòâåðäèòü ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò íåçàâèñèìûì âû÷èñëåíèåì ñ èñïîëüçî�
âàíèåì îáúåìíîé ñèëû.

Ðåøåíèå. Íàïðàâèì îñü z ïî îñè öèëèíäðà, à îñü y � ïåðïåíäèêóëÿðíî
ïëîñêîñòè ðàçäåëà ïîëîâèí öèëèíäðà. Ñèëà, ïðèëîæåííàÿ ê ïîëîâèíå öè�
ëèíäðà, âûðàæàåòñÿ ÷åðåç òåíçîð íàòÿæåíèé Tαβ ñëåäóþùèì îáðàçîì [ñì.
(3.24)]:

Fy =

∮
(Tyxnx + Tyyny + Tyznz)dS,

ãäå èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî ïîâåðõíîñòè ïîëóöèëèíäðà åäèíè÷íîé âûñî�
òû, n = (nx, ny, nz) � âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê íåé. Äðóãèå êîìïîíåíòû
ñèëû ðàâíû íóëþ: Fx = Fz = 0. Çàïèøåì êîìïîíåíòû âåêòîðà èíäóêöèè

Bx = −B sinφ, By = B cosφ, Bz = 0,
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÷åðåç êîòîðûå ñîãëàñíî (3.25) âûðàæàþòñÿ êîìïîíåíòû òåíçîðà íàòÿæåíèÿ
Tαβ. Âû÷èñëèì ñíà÷àëà èíòåãðàë ïî áîêîâîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà. Ïî�
ñêîëüêó íà íåé nx = cosφ, ny = sinφ, ýëåìåíò ïëîùàäè dS = Rdφdz, à
âåëè÷èíà èíäóêöèè èìååò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå B = 2J/cR, òî èìååì

F (1)
y =

1

4π
R

1/2∫
−1/2

dz

π∫
0

[
−B2 sinφ cos2 φ+ (B2 cos2 φ− 1

2
B2) sinφ

]
dφ =

= − J2

πc2R

(íàïîìíèì, ÷òî ðàññ÷èòûâàåòñÿ ñèëà, ïðèõîäÿùàÿñÿ íà åäèíèöó äëèíû öè�
ëèíäðà). Íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ïîëóöèëèíäðîâ, ëåæàùåé â ïëîñêîñòè xz,

nx = nz = 0, ny = −1, B =
2J

cR2
|x|,

ïîýòîìó

F (2)
y = −

∫
TyydS = − 1

8π

1/2∫
−1/2

dz

R∫
−R

B2dx = − J2

3πc2R
.

Ñêëàäûâàÿ F (1)
y è F (2)

y , íàõîäèì, ÷òî ðåçóëüòèðóþùàÿ ñèëà ïî àáñîëþòíîé
âåëè÷èíå

F =
4J2

3πc2R
.

Äðóãîé ñïîñîá ðåøåíèÿ çàäà÷è îñíîâàí íà âû÷èñëåíèè ñóììàðíîé îáú�
åìíîé ñèëû ïî ôîðìóëå (3.19):

Fy =
1

c

∫
[jB]ydV =

1

c

∫
jBxdV =

{
j = J

πR2 , dV = ρdρdφdz,

Bx = − 2J
cR2ρ sinφ

}
=

= − 2J2

πc2R4

R∫
0

ρ2dρ

π∫
0

sinφdφ

1/2∫
−1/2

dz = − 4J2

3πc2R
. J

Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ

3.1.Ìîæíî ëè ñîçäàòü â ïðîñòðàíñòâå ïîñòîÿííûé òîê ñ îáúåìíîé ïëîò�
íîñòüþ j = j0e

−αr, ãäå α � ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà, j0 � ïîñòîÿííûé âåêòîð?
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3.2.Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå îáúåìíîé ïëîòíîñòè òîêà â ïðîñòðàíñòâå, åñëè
ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ èìååò âèä: à) B = f(r)[ar], á) B = (ar)[ar], ãäå
f(r) � ïðîèçâîëüíàÿ äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, a � ïîñòîÿííûé âåêòîð.

Îòâåò: à) j =
c

2π

[
f(r)a+

df(r)

dr

[r[ar]]

2r

]
, á) j =

c

4π
[3(ar)a− a2r].

3.3.Ïîêàçàòü, ÷òî îäíîðîäíîìó è ïîñòîÿííîìó ìàãíèòíîìó ïîëþB ìîæ�

íî ñîïîñòàâèòü âåêòîðíûé ïîòåíöèàëA =
1

2
[Br]. Óäîâëåòâîðÿåò ëè îí óñëî�

âèþ divA = 0?
3.4.Íàéòè ñèëó J áåñêîíå÷íîãî ïðÿìîãî òîêà, ïðè êîòîðîé íà ðàññòîÿ�

íèè r îò ïðîâîäà ñîçäàåòñÿ èíäóêöèÿ B.
3.5.Ïî áåñêîíå÷íîé öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ðàäèóñîì R ïàðàë�

ëåëüíî åå îñè òå÷åò îäíîðîäíûé òîê ñ ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ i0. Íàéòè
èíäóêöèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ëþáîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà.

3.6.Êâàäðàòíàÿ ðàìêà ñî ñòîðîíîé a íàõîäèòñÿ â îäíîé ïëîñêîñòè ñ ïðÿ�
ìîëèíåéíûì òîêîì J . Íà êàêîì ðàññòîÿíèè îò òîêà ðàñïîëîæåíà áëèæàé�
øàÿ ñòîðîíà ðàìêè, åñëè ïîòîê ìàãíèòíîãî ïîëÿ ÷åðåç ïîâåðõíîñòü ðàìêè
ðàâåí Φ0?

Îòâåò: l =
a

exp
(
cΦ0

2aJ

)
− 1

.

3.7.Ïîêàçàòü, ÷òî ìàãíèòíîå ïîëå áåñêîíå÷íî äëèííîãî öèëèíäðè÷åñêî�
ãî ñîëåíîèäà ñ ãóñòîé íàìîòêîé (n âèòêîâ íà åäèíèöó äëèíû, òîê J) äàåòñÿ
ôîðìóëàìè

B =
4π

c
nJk âíóòðè ñîëåíîèäà, B = 0 ñíàðóæè,

ãäå îñü z íàïðàâëåíà âäîëü ñîëåíîèäà (ðèñ. 19).

B

i=nI

l

Ðèñ. 19

3.8. Âíóòðè îäíîðîäíîãî äëèííîãî ïðÿìîãî ïðîâîäà êðóãëîãî ñå÷åíèÿ
èìååòñÿ êðóãëàÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ ïîëîñòü, îñü êîòîðîé ïàðàëëåëüíà îñè
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ïðîâîäà è ñìåùåíà îòíîñèòåëüíî ïîñëåäíåé íà ðàññòîÿíèå a. Ïî ïðîâîäó
òå÷åò ïîñòîÿííûé òîê ïëîòíîñòüþ j. Íàéòè ìàãíèòíóþ èíäóêöèþ âíóòðè
ïîëîñòè.

Îòâåò: B =
2π

c
[ja], âåêòîð a ïðîâåäåí îò îñè íàðóæíîãî öèëèíäðà

ê îñè âíóòðåííåãî.

3.9. Òîê J òå÷åò ïî äëèííîìó ïðÿìîìó ïðîâîäíèêó â ôîðìå ïîëóöèëèí�
äðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ðàäèóñîì R. Íàéòè ìàãíèòíóþ èíäóêöèþ íà îñè
äàííîé ïîâåðõíîñòè.

Îòâåò: B =
4J

πcR
, âåêòîð B ïåðïåíäèêóëÿðåí ïëîñêîñòè ñèììåòðèè

ïîëóöèëèíäðà.

3.10. Òîíêèé äèñê ðàäèóñîìR, ðàâíîìåðíî çàðÿæåííûé ñ ïîâåðõíîñòíîé
ïëîòíîñòüþ σ, âðàùàåòñÿ âîêðóã ñâîåé îñè ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω. Íàéòè
èíäóêöèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà îñè äèñêà.

Îòâåò: B = 2πσ|z|

[(
1 +

R2

z2

)1/2

+

(
1 +

R2

z2

)−1/2

− 2

]
ω

c
.

3.11. Òîê J òå÷åò ïî òîíêîé áåñêîíå÷íîé ïðÿìîé òîêîâîé òðóáêå, êîòîðàÿ
èìååò ëîêàëüíîå èñêðèâëåíèå â âèäå ïîëóîêðóæíîñòè ðàäèóñîì R. Íàéòè
ìàãíèòíóþ èíäóêöèþ â öåíòðå êðèâèçíû óêàçàííîé ïîëóîêðóæíîñòè.

Îòâåò: B =
πJ

cR
n, ãäå îðò n íîðìàëè ê ïëîñêîñòè ïîëóîêðóæíîñòè

îáðàçóåò ïðàâîâèíòîâóþ ñèñòåìó ñ íàïðàâëåíèåì òîêà, òåêóùåãî ïî äóãå.

3.12. Òîê J òå÷åò ïî òîíêîé òîêîâîé òðóáêå â ôîðìå ðàâíîñòîðîííåãî
òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíîé a. Íàéòè âåêòîðíûé ïîòåíöèàë è ìàãíèòíóþ èí�
äóêöèþ íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ r îò òîêà.

3.13.Îäíîðîäíî çàðÿæåííûé öèëèíäð ïðîèçâîëüíîé âûñîòû è ðàäèóñîì
R âðàùàåòñÿ âîêðóã ñâîåé îñè ñèììåòðèè ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω. Ïîëíûé
çàðÿä öèëèíäðà ðàâåí Q, à åãî îñü âðàùåíèÿ îáðàçóåò ñ èíäóêöèåé B âíåø�
íåãî îäíîðîäíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ íåêîòîðûé óãîë α. Îïðåäåëèòü ýíåðãèþ
U âçàèìîäåéñòâèÿ öèëèíäðà ñ ìàãíèòíûì ïîëåì.

Îòâåò: U =
QR2

4c
(ωB).

3.14. Çàðÿä Q ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåí ïî êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè (x2+
+y2 = z2, 0 6 z 6 h), êîòîðàÿ âðàùàåòñÿ âîêðóã ñâîåé îñè ñ óãëîâîé
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ñêîðîñòüþ ω. Íàéòè âåêòîðíûé ïîòåíöèàë A è èíäóêöèþ B ìàãíèòíîãî
ïîëÿ íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò ïîâåðõíîñòè.

Îòâåò: A =
Qh2

4cr3
[ωr], B =

Qh2

4cr3
(3(ωr)r− r2ω).

3.15.Äâå îäèíàêîâûå ðàâíîìåðíî çàðÿæåííûå ñôåðè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè
ðàäèóñàìè R ðàñïîëîæåíû íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà. Ïîëíûé
çàðÿä êàæäîé ñôåðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ðàâåí Q, à èõ óãëîâûå ñêîðîñòè
âðàùåíèÿ âîêðóã ñîáñòâåííûõ îñåé ðàâíû ω1 è ω2. Îïðåäåëèòü ìàãíèòíóþ
ýíåðãèþ U âçàèìîäåéñòâèÿ ñôåðè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé.

Îòâåò: U =

(
QR2

3c

)2(
3(ω1r)(ω2r)

r5
− ω1ω2

r3

)
.

3.16.Îïðåäåëèòü ýíåðãèþ U ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ïðèõîäÿùåãîñÿ íà åäèíè�
öó äëèíû îäíîðîäíîãî çàðÿæåííîãî öèëèíäðà ðàäèóñîì R, âðàùàþùåãîñÿ
âîêðóã ñâîåé îñè ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω. Çàðÿä íà åäèíèöó äëè�
íû öèëèíäðà ðàâåí q. Âûðàçèòü ýíåðãèþ U ÷åðåç ìàãíèòíûé ìîìåíò M
åäèíèöû äëèíû âðàùàþùåãîñÿ öèëèíäðà.
Óêàçàíèå: èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàòû ïðèìåðà 3.3.

Îòâåò: U =
8M2

3R2
, M =

πqR4

c
ω.

Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà: [1, ãë. II], [2, ãë. V], [3, ãë. 3], [4, ãë. 5, 6].
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Ïðèëîæåíèÿ

1. Îñíîâíûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàöèè â ñôåðè÷å�

ñêèõ è öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ

Â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ:

x = r sin θ cosφ, y = r sin θ sinφ, z = r cos θ,

grad f =
∂f

∂r
er +

1

r

∂f

∂θ
eθ +

1

r sin θ

∂f

∂φ
eφ, (Ï.1)

div a =
1

r2
∂(r2ar)

∂r
+

1

r sin θ

∂(sin θ aθ)

∂θ
+

1

r sin θ

∂aφ
∂φ

, (Ï.2)

rot a =
1

r sin θ

(
∂(sin θaφ)

∂θ
− ∂aθ

∂φ

)
er +

(
1

r sin θ

∂ar
∂φ

− 1

r

∂(raφ)

∂r

)
eθ+

+

(
1

r

∂(raθ)

∂r
− 1

r

∂ar
∂θ

)
eφ, (Ï.3)

∆f =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂f

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂f

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2f

∂2φ
, (Ï.4)

∆F (r) =
1

r2
d

dr

(
r2
dF

dr

)
=

1

r

d2

dr2
(rF ) =

d2F

dr2
+

2

r

dF

dr
, (Ï.5)

∆A = grad divA− rot rotA =

=

{
∆Ar −

2

r2

[
Ar +

1

sin θ

∂

∂θ
(sin θAθ) +

1

sin θ

∂Aφ

∂φ

]}
er+

+

[
∆Aθ +

2

r2

(
∂Ar

∂θ
− Aθ

2 sin2 θ
− cos θ

sin2 θ

∂Aφ

∂φ

)]
eθ+

+

[
∆Aφ +

2

r2 sin θ

(
∂Ar

∂φ
+ ctg θ

∂Aθ

∂φ
− Aφ

2 sin θ

)]
eφ. (Ï.6)

Â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ:

x = ρ cosφ, y = ρ sinφ, z = z, (Ï.7)

grad f =
∂f

∂ρ
eρ +

1

ρ

∂f

∂φ
eφ +

∂f

∂z
ez, (Ï.8)
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div a =
1

ρ

∂(ρaρ)

∂ρ
+

1

ρ

∂aφ
∂φ

+
∂az
∂z

, (Ï.9)

rot a =

(
1

ρ

∂az
∂φ

− ∂aφ
∂z

)
eρ +

(
∂ar
∂z

− ∂az
∂r

)
eφ+

+

(
1

ρ

∂(ρaφ)

∂ρ
− 1

ρ

∂aρ
∂φ

)
ez, (Ï.10)

∆f =
1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂f

∂ρ

)
+

1

ρ2
∂2f

∂φ2
+

∂2f

∂z2
. (Ï.11)

∆F (ρ) =
1

ρ

d

dρ

(
ρ
dF

dρ

)
=

d2F

dρ2
+

1

ρ

dF

dρ
, (Ï.12)

∆A = grad divA− rot rotA =

=

(
∆Aρ −

Aρ

ρ2
− 2

ρ2
∂Aφ

∂φ

)
eρ+

+

(
∆Aφ −

Aφ

ρ2
+

2

ρ2
∂Aφ

∂φ

)
eφ +∆Azez (Ï.13)

2. Ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè

Ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè Ylm(θ, φ) îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëîé

Ylm(θ, φ) =

√
2l + 1

4π

(l − |m|)!
(l + |m|)!

P
|m|
l (cos θ)eimφ, (Ï.14)

ãäå −l 6 m 6 l è l = 0, 1, . . . , à Pm
l (cos θ) � ïðèñîåäèíåííûå ïîëèíîìû

Ëåæàíäðà:

Pm
l (cos θ) = sinm θ

dmPl(cos θ)

(d cos θ)m
. (Ï.15)

Ïðè êîìïëåêñíîì ñîïðÿæåíèè

Y ∗
lm(θ, φ) = Ylm(θ,−φ) = (−1)mYl−m(θ, φ). (Ï.16)

59



Ôóíêöèè Ylm(θ, φ) ñ èíäåêñàìè l = 0, 1, 2, ÷àñòî âñòðå÷àþùèåñÿ â ïðè�
ëîæåíèÿõ, äàþòñÿ ôîðìóëàìè

Y00(θ, φ) =
1√
4π

,

Y10(θ, φ) =

√
3

4π
cos θ,

Y1±1(θ, φ) = ∓
√

3

8π
sin θe±iφ,

Y20(θ, φ) =

√
5

16π
(3 cos2 θ − 1),

Y2±1(θ, φ) = ∓
√

15

8π
sin θ cos θe±iφ,

Y2±2(θ, φ) =

√
15

32π
sin2 θe±2iφ.

(Ï.17)

Ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè îáðàçóþò ïîëíóþ îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó,
îäèí èç ïðèìåðîâ ðàçëîæåíèÿ ïî íåé äàåò ìóëüòèïîëüíûé ðÿä (2.40).

Óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè è íîðìèðîâêè ôóíêöèé Ylm èìååò âèä

2π∫
0

dφ

π∫
0

dθ sin θ Y ∗
lm(θ, φ)Yl′m′(θ, φ) = δll′δmm′. (Ï.18)

Ïðè äåéñòâèè îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà ôóíêöèþ Ylm(θ, φ) ïîñëåäíÿÿ âîñ�
ïðîèçâîäèòñÿ

∆Ylm(θ, φ) = −l(l + 1)

r2
Ylm(θ, φ), (Ï.19)

ò.å. Ylm(θ, φ) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé îïåðàòîðà ∆θφ [ñì. ( 1.38),
(Ï.4)] ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì −l(l + 1).

Ïðèm = 0 ñôåðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïîëèíîì Ëåæàíäðà

Yl0(θ, φ) =
2l + 1

4π
Pl(cos θ) (Ï.20)

è íå çàâèñèò îò àçèìóòàëüíîãî óãëà φ. Ê ôóíêöèÿì Yl0 ïðèâîäÿò, íàïðèìåð,
èíòåãðàëû

2π∫
0

Ylm(θ, φ)dφ = 2πδ0mYl0, (Ï.21)

2π∫
0

Y ∗
lm(θ, φ)Yl′m′(θ, φ)dφ = 2πδmm′Y ∗

l0Yl′0. (Ï.22)
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3. Ïîëèíîìû Ëåæàíäðà

Ïîëèíîìû Ëåæàíäðà Pn(x) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ

d

dx

[
(1− x2)

dPn

dx

]
+ n(n+ 1)Pn = 0, (Ï.23)

ãäå −1 6 x 6 1 è n = 0, 1, 2 . . .
Ïåðâûå ÷åòûðå ïîëèíîìà Ëåæàíäðà äàþòñÿ âûðàæåíèÿìè

P0(x) = 1, P1(x) = x, P2(x) =
1

2
(3x2 − 1),

P3(x) =
1

2
(5x3 − 3x), P4(x) =

1

8
(35x2 − 30x2 + 3).

(Ï.24)

Ïîëèíîì Ëåæàíäðà n-é ñòåïåíè ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ïî ôîðìóëå

Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
[(x2 − 1)n]. (Ï.25)

Ñâîéñòâà ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà

Pn(−x) = (−1)nPn(x), (Ï.26)
Pn(1) = 1, (Ï.27)
1∫

−1

Pn(x)Pm(x)dx =
2

2n+ 1
δmn. (Ï.28)
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